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辨识方法的计算效率（３）：信息向量耦合算法

丁锋１，２，３

摘要

简单讨论了行列式、矩阵逆和块矩

阵逆的计算量；研究了信息向量耦合型

多变量系统的子系统递推最小二乘辨识

方法，给出了计算量小的联合递推最小

二乘辨识算法；研究了部分信息向量耦

合型多变量系统的子系统最小二乘辨识

算法，提出了计算量小的基于块矩阵求

逆的最小二乘辨识算法；给出了部分信

息向量耦合型多变量系统的子系统递推

最小二乘辨识算法，提出和推导了基于

辨识模型分解的递推最小二乘辨识算

法，并分别讨论了提出算法的计算量．
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０　引言

　　客观事物的运动规律用方程描述就是数学模型．动态系统数学
模型是描述客观事物内部运动或外部运动规律的强有力工具，是从

理论上研究事物运动规律的唯一且重要手段．系统辨识是研究建立
（动态）系统数学模型的理论与方法．系统建模方法或系统辨识方法
在各门学科中都有许多重要应用．开普勒关于行星运动的三大定律
就是天文学中行星运动的基本数学模型．

约翰尼斯·开普勒是杰出的德国天文学家，他发现了行星运动的三

大定律，分别是轨道定律、面积定律和周期定律．这三大定律可分别描
述为：１）行星运行的轨道为椭圆，太阳居其一焦点，意思是说所有行星
分别是在大小不同的椭圆轨道上运行，此即轨道模型；２）行星与太阳连
线在等长的时间内扫过相等的面积，意思是说在相同时间里行星向径

在轨道平面上所扫过的面积相等，此即面积模型；３）行星绕行太阳一周
所需要的时间Ｔ和行星到太阳的距离Ｒ（椭圆轨道的半长轴）之间关系
Ｔ２／Ｒ３为定数，意思是说行星公转周期的平方与它同太阳距离的立方成
正比，此即周期距离模型．这三大模型最终使他赢得了“天空立法者”
的美名．还有古希腊数学家和力学家阿基米德的浮力定律和杠杆原理，
英国力学家胡克于１６７８年发现的固体材料的弹性定律，即胡克定律
（Ｈｏｏｋｅ＇ｓｌａｗ）（实际上，我国东汉的经学家和教育家郑玄为《考工记·
马人》一文的“量其力，有三钧”一句作注解中写到：“假设弓力胜三石，

引之中三尺，驰其弦，以绳缓擐之，每加物一石，则张一尺．”也揭示了力
与形变成正比的关系，郑玄的发现要比胡克早１５００年．郑玄的发现可
以说是胡克定律的原始雏形，因此胡克定律应称之为“郑玄胡克定
律”）．还有牛顿的万有引力定律，静止点电荷间相互作用力的库仑定律
等，都是描述事物运动规律的简单的代数方程，都是静态数学模型．这
些静态模型只是揭示了事物的本原，只是认识世界，发现客观事物的原

形，即只是发现客观事物本身是什么．
随着科学技术的发展，只是认识世界还远远不够，我们还必须改

造世界，施加控制作用使事物往人们期望的方向发展．因此，只有客
观事物的静态数学模型远远不够，还必须建立和发展客观事物的动

态数学模型，实现对客观事物的控制，达到认识自然，改造自然，为人

类造福的目的［１］．
特别是在近代控制理论与自动化技术高速发展的年代，在控制



　　　　论诞生的半个多世纪以来，在系统辨识正式成为一

门学科的半个世纪以来，建立基于微分方程的动态

系统数学模型的系统辨识得到了长足发展，通过实

验的动态系统建模方法、基于统计数据的动态系统

辨识建模方法，以及辨识方法的机理分析和性能分

析等都取得了许多辉煌的成就［１１１］．在新的辨识方
法不断问世的时代，最小二乘辨识方法［１］、随机梯度

辨识方法［１２１３］、牛顿迭代辨识方法和牛顿递推辨识

方法［１４］、辅助模型辨识方法［５，１５１８］、迭代辨识方

法［６，１９２０］、多新息辨识方法［７，２１２４］、递阶辨识方

法［８，２５３１］、耦合辨识方法［９，３２３３］、两阶段辨识方

法［８，３４３６］等都是典型的辨识方法．
辨识方法包括一次完成算法或直接算法（ｄｉｒｅｃｔ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ），即最小二乘辨识算法，递推辨识方法和
迭代辨识方法．文献［１０］讨论了线性回归系统、多元
线性回归系统、多变量系统的随机梯度辨识算法、最

小二乘辨识算法（即一次完成最小二乘算法或直接

算法）、递推最小二乘辨识算法的计算量．文献［１１］
讨论了最小二乘迭代辨识算法及其计算效率，主要

通过块矩阵求逆方法来减小最小二乘迭代算法求逆

的计算量，内容包括伪线性回归系统、多元伪线性回

归系统、多变量伪线性回归系统的最小二乘迭代辨

识算法及其基于块矩阵求逆的最小二乘迭代辨识

算法．
一个多变量系统可以按照输出的数目分解为一

系列多输入单输出子系统，每个子系统都对应一个

辨识模型，根据各子辨识模型的特征，可以分为（部

分）信息向量耦合型多变量系统和（部分）参数向量

耦合型多变量系统等［１，９］．本文简单讨论行列式、矩
阵逆、块矩阵逆的计算量，仍然采用 ｆｌｏｐ数，即浮点
运算数表示．一次加法运算称为一个 ｆｌｏｐ，一次乘法
运算也称为一个 ｆｌｏｐ［１０１１，３７］．除法作为乘法对待，减
法作为加法对待．随后利用联合辨识思想，研究了信
息向量耦合型多变量系统辨识算法，推导和分析了

联合递推最小二乘辨识算法的计算效率［３８］，提出了

部分信息向量耦合型多变量系统的子系统最小二乘

辨识算法、基于块矩阵求逆的最小二乘辨识算法、子

系统递推最小二乘辨识算法和基于辨识模型分解的

递推最小二乘辨识算法．尽管部分信息向量耦合型
多变量系统的基于块矩阵求逆的最小二乘辨识算

法，在形式上很类似于文献［１１］中伪线性回归系统
的基于块矩阵求逆的最小二乘迭代辨识算法，但是

它们有本质区别，前者用于白噪声干扰的多变量线

性回归系统，且信息向量是可测的（即信息向量不含

未知噪声项），后者用于有色噪声干扰的伪线性回归

系统，即信息向量中含有不可测噪声项伪线性标量

系统或伪线性多变量系统．

１　行列式与矩阵逆的计算量

１１　行列式的计算量
方阵Λ∈Ｒｎ×ｎ的行列式ｄｅｔ［Λ］：＝｜Λ｜有ｎ！项

求和，每项是不同行和不同列的ｎ个元相乘，每项有
（ｎ－１）次乘法运算，故行列式有Ｍ１：＝ｎ！（ｎ－１）次
乘法运算和Ａ１：＝（ｎ！－１）次加法运算，总ｆｌｏｐ数为
Ｎ１：＝Ｍ１ ＋Ａ１ ＝ｎ·ｎ！ －１．计算量数量级是
Ｏ（ｎｎ！），可见这样计算行列式的计算量是很大的．

下面利用行列式的性质来计算，即通过将行列

式的一行乘以一个常数加到另一行的办法来计算行

列式．具体步骤如下．设ｎ×ｎ行列式｜Ａ｜的第ｉ行记
为ｒｉ，第（ｉ，ｊ）元记为ａｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｎ，ｊ＝１，２，…，ｎ．
１）首先将第１列的（ｎ－１）个元变为零．设ａ１１≠

０（否则从其下元开始，下同），第１行乘以 －ａｉ１／ａ１１
加到第ｉ行，即（－ａｉ１／ａ１１）ｒ１＋ｒｉ→ｒｉ（ｉ＝２，３，…，ｎ）
（因为只关心行列式的值，所以第（１，１）元下方的元
不用计算，为０，以节省运算次数），每行的乘法运算
次数为１＋（ｎ－１），加法运算次数为ｎ－１（减法作为
加法对待），共有ｎ－１行．操作后的行列式结构形式
如下（为了表述方便，操作后的行列式的第（ｉ，ｊ）元
依然记为ａｉｊ）：

ａ１１ ａ１２ ａ１３ … ａ１ｎ
０ ａ２２ ａ２３ … ａ２ｎ
   

０ ａｎ２ ａｎ３ … ａｎｎ

．

２）其次把去掉第１行和第１列的子行列式化
为上述形式，即将第（２，２）元之下的（ｎ－２）个元变
为零．设ａ２２≠０，第２行乘以 －ａｉ２／ａ２２加到第 ｉ行，即
（－ａｉ２／ａ２２）ｒ２＋ｒｉ→ｒｉ（ｉ＝３，４，…，ｎ）（因为只关心行
列式的值，所以第（２，２）元下方的元不用计算，为０，
以节省运算次数），每行的乘法运算次数为１＋（ｎ－
２），加法运算次数为 ｎ－２，共有 ｎ－２行．操作后的
行列式结构形式为

ａ１１ ａ１２ ａ１３ … ａ１ｎ
０ ａ２２ ａ２３ … ａ２ｎ
０ ０ ａ３３ … ａ３ｎ
   

０ ０ ａｎ３ … ａｎｎ

．
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３）第３行乘以 －ａｉ３／ａ３３加到第 ｉ行，即（－ａｉ３／
ａ３３）ｒ３＋ｒｉ→ｒｉ（ｉ＝４，５，…，ｎ）（第（３，３）元下方的元
不用计算，为０），每行的乘法运算次数为１＋（ｎ－
３），加法运算次数为 ｎ－３，共有 ｎ－３行．操作后的
行列式结构形式为

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４ … ａ１ｎ
０ ａ２２ ａ２３ ａ２４ … ａ２ｎ
０ ０ ａ３３ ａ３４ … ａ３ｎ
０ ０ ０ ａ４４ … ａ４ｎ
    

０ ０ ０ ａ４ｎ … ａｎｎ

．

４）以此类推，直到第 ｎ－１行，（－ａｎ，ｎ－１／
ａｎ－１，ｎ－１）ｒｎ－１＋ｒｎ→ｒｎ，乘法运算次数为１＋１，加法运
算次数为１，操作后的行列式结构形式为

ａ１１ ａ１２ ａ１３ … ａ１ｎ
０ ａ２２ ａ２３ … ａ２ｎ
０ ０ ａ３３ … ａ３ｎ
    

０ ０ … ０ ａｎｎ

．

计算这个行列式有（ｎ－１）乘法运算．
至此，操作后的行列式具有上三角形式，其加法

运算次数为

Ａ２：＝１·１＋２·２＋…＋（ｎ－２）·（ｎ－２）＋
　　（ｎ－１）·（ｎ－１）＝１２＋２２＋…＋（ｎ－１）２＝

　　ｎ（ｎ－１）（２ｎ－１）６ ｆｌｏｐｓ，

乘法运算次数为

Ｍ２：＝１·（１＋１）＋２·（１＋２）＋…＋
　　（ｎ－２）［１＋（ｎ－２）］＋（ｎ－１）［１＋（ｎ－１）］＋
　　（ｎ－１）＝１＋２＋…＋（ｎ－１）＋１２＋２２＋…＋
　　（ｎ－１）２＋（ｎ－１）＝

　　ｎ（ｎ－１）２ ＋ｎ（ｎ－１）（２ｎ－１）６ ＋（ｎ－１）＝

　　 １
３ｎ

３＋２３ｎ( )－１ｆｌｏｐｓ，

总ｆｌｏｐ数为
Ｎ２：＝Ａ２＋Ｍ２＝

　　ｎ（ｎ－１）（２ｎ－１）６ ＋１３ｎ
３＋２３ｎ－１＝

　　 ２
３ｎ

３－１２ｎ
２－５６ｎ( )－１ｆｌｏｐｓ．

这种方法计算行列式计算量数量级为Ｏ（ｎ３）．
下面是利用行列式性质计算行列式的 Ｍａｔｌａｂ

程序．
１　％ 
２　％ Ｆｉｌｅｎａｍｅ：ＤｅｔｅｒｍｉｎａｎｔＥｆｆｉｃｉｅｎｃｙ１．ｍ
３　％　　ＣｏｍｐｕｔｅｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔｏｆｍａｔｒｉｘＡ
４　％ 
５　ｃｌｅａｒ；ｆｏｒｍａｔｓｈｏｒｔｇ
６　％———ＧｅｎｅｒａｔｅｍａｔｒｉｘＡ
７　ｎ＝５；
８　ｒａｎｄ（＇ｓｔａｔｅ＇，２）；
９　ａ＝ｒｏｕｎｄ（ｒａｎｄ（ｎ，ｎ）１０）；
１０　％ ａ＝ｐａｓｃａｌ（ｎ）；
１１　％ ａ＝ｍａｇｉｃ（ｎ）；
１２　 ａ１＝ａ
１３　 ｆｐｒｉｎｔｆ（＇－－－－Ｍｅｔｈｏｄ１＇）
１４　 ｆｏｒｋ＝１：ｎ
１５　 ｆｏｒ　ｉ＝ｋ＋１：ｎ
１６　 ｃ＝－ａ１（ｉ，ｋ）／ａ１（ｋ，ｋ）；
１７　 ａ１（ｉ，：）＝ｃａ１（ｋ，：）＋ａ１（ｉ，：）；
１８　　　ｅｎｄ
１９　ｅｎｄ
２０　Ｕｐｐｅｒｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘ＝ａ１
２１　ＤｅｔＡ＝１；
２２　ｆｏｒ　ｉ＝１：ｎ
２３　 ＤｅｔＡ＝ＤｅｔＡａ１（ｉ，ｉ）；
２４　ｅｎｄ
２５　［ＤｅｔＡ，ｄｅｔ（ａ）］
２６　２７　ｆｐｒｉｎｔｆ（＇－－－－Ｍｅｔｈｏｄ２ｗｉｔｈｍｉｎｉｍｉｍｕｎｆｌｏｐｓ＇）
２８　ａ１＝ａ；
２９　ｆｏｒｋ＝１：ｎ
３０　ｆｏｒ　ｉ＝ｋ＋１：ｎ
３１　 ｃ＝－ａ１（ｉ，ｋ）／ａ１（ｋ，ｋ）；
３２　 ａ１（ｉ，ｋ＋１：ｎ）＝ｃａ１（ｋ，ｋ＋１：ｎ）＋ａ１（ｉ，ｋ＋１：ｎ）；
３３　　　ｅｎｄ
３４　ｅｎｄ
３５　ＮｏｎＵｐｐｅｒｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘ＝ａ１
３６　ＤｅｔＡ＝１；
３７　ｆｏｒ　ｉ＝１：ｎ
３８　 ＤｅｔＡ＝ＤｅｔＡａ１（ｉ，ｉ）；
３９　ｅｎｄ
４０　［ＤｅｔＡ，ｄｅｔ（ａ）］

１．２　矩阵逆的计算量
如采用伴随矩阵（ａｄｊｏｉｎｔｍａｔｒｉｘ）ａｄｊ［Λ］计算矩

阵Λ∈Ｒｎ×ｎ的逆，即

Λ－１＝ａｄｊ［Λ］ｄｅｔ［Λ］∈
Ｒｎ×ｎ．

伴随矩阵 ａｄｊ［Λ］有 ｎ２个元，每个元是一个
（ｎ－１）阶行列式，有（ｎ－１）！（ｎ－２）次乘法运算和

３８４
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（ｎ－１）！－１次加法运算．因此，这种方法计算矩阵
的逆，其乘法运算次数为

Ｍ３：＝ｎ！（ｎ－１）＋ｎ２［（ｎ－１）！（ｎ－２）］＝
　　（ｎ２－ｎ－１）ｎ！ｆｌｏｐｓ，

加法运算次数为

Ａ３：＝（ｎ！－１）＋ｎ２［（ｎ－１）！－１］＝
　　［（ｎ＋１）！－ｎ２－１］ｆｌｏｐｓ．

总ｆｌｏｐ数为
Ｎ３：＝Ｍ３＋Ａ３＝
　　（ｎ２－ｎ－１）ｎ！＋（ｎ＋１）！－ｎ２－１＝
　　（ｎ２ｎ！－ｎ２－１）ｆｌｏｐｓ，

这样计算矩阵逆的计算量数量级为 Ｏ（ｎ２ｎ！）．由此
可见，利用伴随矩阵求矩阵逆的计算量非常大．

文献［１０１１］给出了矩阵乘法、矩阵求逆、块矩
阵逆计算量的浮点运算数，即ｆｌｏｐ数．文献［１１］中表

１给出了计算ｎ×ｎ维矩阵逆的乘法运算次数４３ｎ
３＋

２
３ｎ和加法运算次数

４
３ｎ

３－３２ｎ
２＋１６ｎ．进一步研究

表明，矩阵求逆的计算量可以进一步减小：一个 ｎ×
ｎ矩阵逆的乘法运算次数为 Ｍ４：＝ｎ３，加法运算次数
为Ａ４：＝ｎ３－ｎ２，计算量为 Ｎ４：＝Ｍ４＋Ａ４＝（２ｎ

３－ｎ２）
ｆｌｏｐｓ，数量级为Ｏ（ｎ３）．

１．３　块矩阵逆的计算量
首先介绍块矩阵求逆引理，它可以用来简化耦

合多变量系统辨识算法的计算量．
引理１　（块矩阵求逆引理）（ｂｌｏｃｋｍａｔｒｉｘｉｎ

ｖｅｒｓｉｏｎｌｅｍｍａ）假设矩阵 Ａ∈Ｒｍ×ｍ，Ｂ∈Ｒｍ×ｎ，Ｃ∈
Ｒｎ×ｍ，Ｄ∈Ｒｎ×ｎ，且Ａ和 Ｑ：＝Ｄ－ＣＡ－１Ｂ∈Ｒｎ×ｎ是可
逆矩阵，那么下列块矩阵逆关系成立，

ＡＢ[ ]ＣＤ

－１

＝
Ａ－１＋Ａ－１ＢＱ－１ＣＡ－１ －Ａ－１ＢＱ－１

－Ｑ－１ＣＡ－１ Ｑ[ ]－１ ∈

Ｒ（ｍ＋ｎ）×（ｍ＋ｎ）． （１）
引理２　（块矩阵求逆引理）（ｂｌｏｃｋｍａｔｒｉｘｉｎ

ｖｅｒｓｉｏｎｌｅｍｍａ）假设矩阵 Ａ∈Ｒｍ×ｍ，Ｂ∈Ｒｍ×ｎ，Ｃ∈
Ｒｎ×ｍ，Ｄ∈Ｒｎ×ｎ，且Ｄ和Ｑ：＝Ａ－ＢＤ－１Ｃ∈Ｒｍ×ｍ是可
逆矩阵，那么下列块矩阵逆关系成立，

ＡＢ[ ]ＣＤ

－１

＝
Ｑ－１ －Ｑ－１ＢＤ－１

－Ｄ－１ＣＱ－１ Ｄ－１＋Ｄ－１ＣＱ－１ＢＤ[ ]－１ ∈

Ｒ（ｍ＋ｎ）×（ｍ＋ｎ）． （２）
根据１２节矩阵求逆的计算量 Ｍ４，Ａ４和 Ｎ４，以

及文献［１１］中表１，可以得到引理１中块矩阵求逆
计算量，如表１所示（在计算运算量时，括号里面的
矩阵相乘作为一个整体对待）．式（１）左边矩阵求逆
的计算量的总ｆｌｏｐ数为

Ｎ５：＝２（ｍ＋ｎ）３－（ｍ＋ｎ）２．
表１给出了式（１）右边表达式的乘法运算次数和加
法运算次数，其总ｆｌｏｐ数为

Ｎ６：＝２（ｍ３＋ｎ３）＋６ｍ２ｎ＋６ｍｎ２－２ｍ２－４ｍｎ．
它们之差为

Ｎ５－Ｎ６＝２（ｍ＋ｎ）
３－（ｍ＋ｎ）２－

［２（ｍ３＋ｎ３）＋６ｍ２ｎ＋６ｍｎ２－２ｍ２－４ｍｎ］＝
２（３ｍ２ｎ＋３ｍｎ２）－（６ｍ２ｎ＋６ｍｎ２）－（ｍ＋ｎ）２＋
２ｍ２＋４ｍｎ＝ｍ２＋２ｍｎ－ｎ２．

表１　块矩阵求逆的计算量
Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｂｌｏｃｋｍａｔｒｉｘｉｎｖｅｒｓｉｏｎ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

Ａ１ Ａ１：＝Ａ′－（Ａ′Ｂ）Ｃ１∈Ｒｍ×ｍ ｍ２ｎ ｍ２ｎ－ｍ２＋ｎ２

Ｂ１ Ｂ１：＝（Ａ′Ｂ）Ｑ′∈Ｒｍ×ｎ ｍｎ２ ｍｎ２－ｍｎ

Ｃ１ Ｃ１：＝Ｑ′（ＣＡ′）∈Ｒｎ×ｍ ｍｎ２ ｍｎ２－ｍｎ

Ｑ′ Ｑ′：＝Ｑ－１∈Ｒｎ×ｎ ｎ３ ｎ３－ｎ２

Ａ′ Ａ′：＝Ａ－１∈Ｒｍ×ｍ ｍ３ ｍ３－ｍ２

Ｑ Ｑ＝Ｄ－（ＣＡ′）Ｂ∈Ｒｎ×ｎ ｍｎ２ ｍｎ２

Ａ′Ｂ∈Ｒｍ×ｎ ｍ２ｎ ｍ２ｎ－ｍｎ

ＣＡ′∈Ｒｎ×ｍ ｍ２ｎ ｍ２ｎ－ｍｎ

总　　数 （ｍ３＋ｎ３）＋３ｍ２ｎ＋３ｍｎ２ （ｍ３＋ｎ３）＋３ｍ２ｎ＋３ｍｎ２－２ｍ２－４ｍｎ

总ｆｌｏｐ数 Ｎ６：＝２（ｍ３＋ｎ３）＋６ｍ２ｎ＋６ｍｎ２－２ｍ２－４ｍｎ

４８４
丁锋．辨识方法的计算效率（３）：信息向量耦合算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＣ：Ｃｏｕｐｌｅｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



　　因此，当ｍ＞（槡２－１）ｎ时，Ｎ５－Ｎ６＞０．这说明
直接矩阵求逆的计算量比使用块矩阵求逆的计算量

大．例如当 ｍ＝５，ｎ＝５时，Ｎ５＝１９００ｆｌｏｐｓ，Ｎ６＝
１８５０ｆｌｏｐｓ，Ｎ５－Ｎ６＝５０ｆｌｏｐｓ．当 ｍ＝９，ｎ＝１时，Ｎ５＝
１９００ｆｌｏｐｓ，Ｎ６＝１８０２ｆｌｏｐｓ，Ｎ５－Ｎ６＝９８ｆｌｏｐｓ．

简单起见，当 ｍ≥ｎ时，采用块矩阵求逆引理１
求矩阵的逆，计算量小，因为式（１）右边的计算量小
于左边直接求逆的计算量；相反，当 ｍ＜ｎ时，采用
引理２的块矩阵求逆公式，计算量小．利用块矩阵求
逆公式计算对称矩阵的逆，计算量要更小，而直接利

用高斯削元法的增广矩阵线性变换求矩阵逆的计算

量不会有任何减小，即对称矩阵与非对称矩阵计算

量是一样的．

２　信息向量耦合型多变量系统

信息向量耦合型多变量系统包括信息向量全耦

合多变量系统和部分信息向量耦合多变量系统．在
不至于混淆的情况下，信息向量全耦合多变量系统

简称为信息向量耦合型多变量系统，是指各子系统

辨识模型的信息向量都相同．
正如笔者在文献［１，９］中指出的，一个多输入多

输出系统，可以分解为ｍ个多输入单输出子系统（ｍ
为系统输出的数目），每个子系统对应一个子辨识模

型．根据子辨识模型间的参数向量、信息向量的耦合
关系，将多变量辨识模型分为七类，每一类代表一类

多变量系统．这些辨识模型如下：
１）独立型（子系统参数向量独立、信息向量独

立）多变量系统；

２）信息向量耦合型（子系统信息向量耦合、参
数向量独立）多变量系统；

３）参数向量耦合型（子系统参数向量耦合、信
息向量独立）多变量系统；

４）部分信息向量耦合型（子系统部分信息向量
耦合、参数向量独立）多变量系统；

５）部分参数向量耦合型（子系统部分参数向量
耦合、信息向量独立）多变量系统；

６）部分参数向量和部分信息向量耦合型（子系
统部分参数向量和部分信息向量耦合）多变量系统；

７）部分参数向量耦合、部分信息向量耦合型
（子系统部分参数向量耦合、部分信息向量耦合）多

变量系统．
考虑下列多变量受控自回归系统 （Ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅ

ＣｏｎｔｒｏｌｌｅｄＡｕｔｏＲｅｇｒｅｓｓｉｖｅｓｙｓｔｅｍ，ＭｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅＣＡＲ

系统）［１２１３］

Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ｖ（ｔ）， （３）
其中ｕ（ｔ）＝［ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ），…，ｕｒ（ｔ）］

Ｔ∈Ｒｒ为系统
输入向量，ｙ（ｔ）＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ），…，ｙｍ（ｔ）］

Ｔ∈Ｒｍ为
系统输出向量，ｖ（ｔ）＝［ｖ１（ｔ），ｖ２（ｔ），…，ｖｍ（ｔ）］

Ｔ∈
Ｒｍ为零均值随机噪声向量，Ａ（ｚ）和 Ｂ（ｚ）均为单位
后移算子ｚ－１的多项式矩阵［ｚ－１ｙ（ｔ）＝ｙ（ｔ－１）］，且

Ａ（ｚ）：＝Ｉ＋Ａ１ｚ
－１＋Ａ２ｚ

－２＋…＋Ａｎａｚ
－ｎａ，

Ｂ（ｚ）：＝Ｂ１ｚ
－１＋Ｂ２ｚ

－２＋…＋Ｂｎｂｚ
－ｎｂ．

假设阶次ｎａ和ｎｂ已知，｛ｕ（ｔ），ｙ（ｔ）｝是观测输
入输出数据，Ａｉ∈Ｒ

ｍ×ｍ和 Ｂｉ∈Ｒ
ｍ×ｒ是待辨识的系统

参数矩阵．
定义参数矩阵θ和信息向量φ（ｔ）如下：
θＴ：＝［Ａ１，Ａ２，…，Ａｎａ，Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎｂ］∈Ｒ

ｍ×ｎ，

　　ｎ：＝ｍｎａ＋ｒｎｂ，

φ（ｔ）：＝［－ｙＴ（ｔ－１），－ｙＴ（ｔ－２），…，－ｙＴ（ｔ－ｎａ），
　　ｕＴ（ｔ－１），ｕＴ（ｔ－２），…，ｕＴ（ｔ－ｎｂ）］

Ｔ∈Ｒｎ．
则可得多变量ＣＡＲ系统（３）的辨识模型：

ｙ（ｔ）＝θＴφ（ｔ）＋ｖ（ｔ）． （４）
因此，多变量受控自回归系统是一个信息向量

耦合型多变量系统．

２．１　子系统递推最小二乘辨识算法
系统的参数矩阵θ是一个ｎ×ｍ矩阵，将其分为

ｍ个列参数向量θｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ，即
θ＝［θ１，θ２，…，θｍ］∈Ｒ

ｎ×ｍ，θｉ∈Ｒ
ｎ．

系统有ｍ个输出ｙｉ（ｔ），则系统（４）可以写为
ｙ１（ｔ）

ｙ２（ｔ）



ｙｍ（ｔ













）

＝

θＴ１
θＴ２


θＴ













ｍ

φ（ｔ）＋

ｖ１（ｔ）

ｖ２（ｔ）



ｖｍ（ｔ













）

．

则上式可以分解为ｍ个子系统（子辨识模型）：
ｙｉ（ｔ）＝θ

Ｔ
ｉφ（ｔ）＋ｖｉ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｍ． （５）

其特征是各子系统间信息向量 φ（ｔ）完全相同、参数
向量θｉ都不同．这个模型可称为信息向量耦合型
（子系统信息向量耦合、参数向量独立）多变量系统，

即各子系统间信息向量全耦合多变量系统．
定义二次准则函数（ｑｕａｄｒａｔｉｃｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ）

Ｊ１（θｉ）：＝∑
ｔ

ｊ＝１
［ｙｉ（ｊ）－θ

Ｔ
ｉφ（ｊ）］

２，　ｉ＝１，２，…，ｍ．

参考文献［４，９］，极小化Ｊ１（θｉ）可以得到计算子系统
参数估计 θ^ｉ（ｔ）的递推最小二乘算法：
θ^ｉ（ｔ）＝^θｉ（ｔ－１）＋Ｐｉ（ｔ）φ（ｔ）［ｙｉ（ｔ）－^θ

Ｔ
ｉ（ｔ－１）φ（ｔ）］，

５８４
学报：自然科学版，２０１２，４（６）：４８１４９５
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θ^ｉ（０）＝１ｎ／ｐ０， （６）
Ｐ－１ｉ （ｔ）＝Ｐ

－１
ｉ （ｔ－１）＋φ（ｔ）φ

Ｔ（ｔ），　Ｐｉ（０）＝ｐ０Ｉｎ．（７）
将矩阵求逆引理（ｍａｔｒｉｘｉｎｖｅｒｓｉｏｎｌｅｍｍａ）

（Ａ＋ＢＣ）－１＝Ａ－１－Ａ－１Ｂ（Ｉ＋ＣＡ－１Ｂ）－１ＣＡ－１ （８）
应用到式（７），便能够得到等价的子系统递推最小二
乘（ＳＲＬＳ）辨识算法：
θ^ｉ（ｔ）＝^θｉ（ｔ－１）＋Ｐｉ（ｔ）φ（ｔ）［ｙｉ（ｔ）－^θ

Ｔ
ｉ（ｔ－１）φ（ｔ）］，

θ^ｉ（０）＝１ｎ／ｐ０， （９）

Ｐｉ（ｔ）＝Ｐｉ（ｔ－１）－
Ｐｉ（ｔ－１）φ（ｔ）φ

Ｔ（ｔ）Ｐｉ（ｔ－１）
１＋φＴ（ｔ）Ｐｉ（ｔ－１）φ（ｔ）

，

Ｐｉ（０）＝ｐ０Ｉｎ． （１０）

２．２　联合递推最小二乘辨识算法
当 ｉ＝１，２，…，ｍ时，ＳＲＬＳ算法（６）—（７）或

（９）—（１０）能够计算出每个子系统的参数估计
θ^ｉ（ｔ），但是计算量大，因为通过观察式（７）和（１０），
可知每个子系统的协方差阵 Ｐｉ（ｔ）是相同的，即
Ｐｉ（ｔ）＝Ｐｊ（ｔ），却在每个子系统中都计算了一次．将
这个共同的协方差阵记作 Ｐ（ｔ），则 ＳＲＬＳ算法
（６）—（７）或（９）—（１０）可以合并等价写为下列联
合递推最小二乘辨识算法［３８］：

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｐ（ｔ）φ（ｔ）［ｙ（ｔ）－^θＴ（ｔ－１）φ（ｔ）］Ｔ，
θ^（０）＝１ｎ×ｍ／ｐ０， （１１）

Ｐ－１（ｔ）＝Ｐ－１（ｔ－１）＋φ（ｔ）φＴ（ｔ），　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ，（１２）
或

θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｐ（ｔ）φ（ｔ）［ｙ（ｔ）－^θＴ（ｔ－１）φ（ｔ）］Ｔ，
θ^（０）＝１ｎ×ｍ／ｐ０， （１３）

Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）φ
Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）

１＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）
，

Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ． （１４）
这个多变量系统联合递推最小二乘辨识算法也可称

为多变量系统耦合最小二乘辨识算法．
定义增益向量 Ｌ（ｔ）：＝Ｐ（ｔ）φ（ｔ）∈Ｒｎ，算法

（１３）—（１４）可以简单写为
θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）＋Ｌ（ｔ）［ｙ（ｔ）－^θＴ（ｔ－１）φ（ｔ）］Ｔ，

θ^（０）＝１ｎ×ｍ／ｐ０， （１５）
Ｌ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）［１＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）］－１，（１６）
Ｐ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ－１），

Ｐ（０）＝ｐ０Ｉｎ． （１７）
这个算法可以通过极小化下列准则函数得到：

Ｊ１（θ１，θ２，…，θｍ）：＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｊ１（θｉ）＝

　　∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｔ

ｊ＝１
［ｙｉ（ｊ）－θ

Ｔ
ｉφｉ（ｊ）］

２ ＝

　　∑
ｔ

ｊ＝１
［ｙ（ｊ）－θＴφ（ｊ）］Ｔ［ｙ（ｊ）－θＴφ（ｊ）］．

参见文献［１０］中表９的多变量递推最小二乘算
法的计算量，可知估计式（４）中参数矩阵θ的多变量
递推最小二乘算法（ＭｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅＲｅｃｕｒｓｉｖｅＬｅａｓｔ
Ｓｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＲＬＳ算法）（１５）—（１７）每递推
计算一步的乘法运算次数为Ｍ７：＝２ｎ２＋２ｍｎ＋２ｎ，加
法运算次数为 Ａ７：＝２ｎ２＋２ｍｎ，总 ｆｌｏｐ数为 Ｎ７：＝
４ｎ２＋４ｍｎ＋２ｎ．而子系统递推最小二乘算法（９）—
（１０）是独立的，相当于 ｍ个递推最小二乘算法，参
见文献［９］中表３中 ＲＬＳ算法每步的计算量，可知
子系统递推最小二乘算法（９）—（１０）的乘法运算次
数为 Ｍ８：＝ｍ（２ｎ２＋４ｎ），加法运算次数为 Ａ８：＝
ｍ（２ｎ２＋２ｎ），总ｆｌｏｐ数为Ｎ８：＝ｍ（４ｎ２＋６ｎ）．它们之
比为

Ｎ７
Ｎ８
＝４ｎ

２＋４ｍｎ＋２ｎ
ｍ（４ｎ２＋６ｎ）

＝１ｍ＋
２

２ｎ＋３－
２

ｍ（２ｎ＋３）．

一般ｍ＜ｎ，有Ｎ７／Ｎ８＜２／ｍ，即多变量递推最小二乘
算法（１５）—（１７）的计算量不及子系统递推最小二
乘算法计算量的２／ｍ．所以说联合递推最小二辨识
算法比子系统辨识算法计算量小．

３　部分信息向量耦合型多变量系统

下面研究部分信息向量耦合型（子系统参数向

量独立、部分信息向量耦合）多变量系统辨识方法及

其计算效率．
部分信息向量耦合型 多变量系统的辨识模

型为

ｙｉ（ｔ）＝［
Ｔ（ｔ），ψＴｉ（ｔ）］θｉ＋ｖｉ（ｔ），

　　ｉ＝１，２，…，ｍ， （１８）
其中ｙｉ（ｔ）∈Ｒ为第 ｉ子系统输出，ｖｉ（ｔ）∈Ｒ为第 ｉ
子系统的干扰噪声（可认为是零均值、方差为 σ２ｉ的
白噪声）．这个多变量系统的特征是，ｍ个辨识模型
的每个子辨识模型拥有部分相同的子信息向量

（ｔ）∈Ｒｎ０和部分不相同的子信息向量ψｉ（ｔ）∈Ｒ
ｎｉ，

每个子系统的参数向量θｉ∈Ｒ
ｎ０＋ｎｉ是不同的．

部分信息向量耦合型多变量系统的一个例子是

３输入２输出系统（参见图１）：
ｙ１（ｔ）＝Ｇ１１（ｚ）ｕ１（ｔ）＋Ｇ１２（ｚ）ｕ２（ｔ）＋ｖ１（ｔ），
ｙ２（ｔ）＝Ｇ２２（ｚ）ｕ２（ｔ）＋Ｇ２３（ｚ）ｕ３（ｔ）＋ｖ２（ｔ），

其中ｕｊ（ｔ）∈Ｒ为第ｊ个输入，Ｇｉｊ（ｚ）∈Ｒ为第 ｊ个输
入ｕｊ（ｔ）到第 ｉ个输出 ｙｉ（ｔ）的传递函数，为表述方
便，这里假设为有限脉冲响应模型：

６８４
丁锋．辨识方法的计算效率（３）：信息向量耦合算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＣ：Ｃｏｕｐｌｅｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



图１　部分信息向量耦合型多变量系统
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ
ｔｈｅｐａｒｔｉａｌｌｙｃｏｕｐｌｅｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒｓ

Ｇｉｊ（ｚ）＝ｂｉｊ（１）ｚ
－１＋ｂｉｊ（２）ｚ

－２＋…＋ｂｉｊ（ｎｊ）ｚ
－ｎｊ．

系统的两个输出可以写为

ｙ１（ｔ）＝Ｇ１１（ｚ）ｕ１（ｔ）＋Ｇ１２（ｚ）ｕ２（ｔ）＋ｖ１（ｔ）＝
［ｂ１１（１）ｚ

－１＋ｂ１１（２）ｚ
－２＋…＋ｂ１１（ｎ１）ｚ

－ｎ１］ｕ１（ｔ）＋
［ｂ１２（１）ｚ

－１＋ｂ１２（２）ｚ
－２＋…＋ｂ１２（ｎ２）ｚ

－ｎ２］ｕ２（ｔ）＋
ｖ１（ｔ）＝ｂ１１（１）ｕ１（ｔ－１）＋ｂ１１（２）ｕ１（ｔ－２）＋…＋
ｂ１１（ｎ１）ｕ１（ｔ－ｎ１）＋ｂ１２（１）ｕ２（ｔ－１）＋
ｂ１２（２）ｕ２（ｔ－２）＋…＋ｂ１２（ｎ２）ｕ２（ｔ－ｎ２）＋
ｖ１（ｔ）＝ｂ１２（１）ｕ２（ｔ－１）＋ｂ１２（２）ｕ２（ｔ－２）＋…＋
ｂ１２（ｎ２）ｕ２（ｔ－ｎ２）＋ｂ１１（１）ｕ１（ｔ－１）＋
ｂ１１（２）ｕ１（ｔ－２）＋…＋ｂ１１（ｎ１）ｕ１（ｔ－ｎ１）＋ｖ１（ｔ）＝
［Ｔ（ｔ），ψＴ１（ｔ）］θ１＋ｖ１（ｔ），

ｙ２（ｔ）＝Ｇ２２（ｚ）ｕ２（ｔ）＋Ｇ２３（ｚ）ｕ３（ｔ）＋ｖ２（ｔ）＝
［ｂ２２（１）ｚ

－１＋ｂ２２（２）ｚ
－２＋…＋ｂ２２（ｎ２）ｚ

－ｎ２］ｕ２（ｔ）＋
［ｂ２３（１）ｚ

－１＋ｂ２３（２）ｚ
－２＋…＋ｂ２３（ｎ３）ｚ

－ｎ３］ｕ３（ｔ）＋
ｖ２（ｔ）＝ｂ２２（１）ｕ２（ｔ－１）＋ｂ２２（２）ｕ２（ｔ－２）＋…＋
ｂ２２（ｎ２）ｕ２（ｔ－ｎ２）＋ｂ２３（１）ｕ３（ｔ－１）＋
ｂ２３（２）ｕ３（ｔ－２）＋…＋ｂ２３（ｎ３）ｕ３（ｔ－ｎ３）＋ｖ２（ｔ）＝
［Ｔ（ｔ），ψＴ２（ｔ）］θ２＋ｖ２（ｔ），

其中参数向量θｉ、信息向量φ（ｔ）和ψｉ（ｔ）定义为
θ１：＝［ｂ１２（１），ｂ１２（２），…，ｂ１２（ｎ２），ｂ１１（１），

ｂ１１（２），…，ｂ１１（ｎ１）］
Ｔ∈Ｒｎ１＋ｎ２，

θ２：＝［ｂ２２（１），ｂ２２（２），…，ｂ２２（ｎ２），ｂ２３（１），
ｂ２３（２），…，ｂ２３（ｎ３）］

Ｔ∈Ｒｎ２＋ｎ３，
（ｔ）：＝［ｕ２（ｔ－１），ｕ２（ｔ－２），…，ｕ２（ｔ－ｎ２）］

Ｔ∈Ｒｎ２，
ψ１（ｔ）：＝［ｕ１（ｔ－１），ｕ１（ｔ－２），…，ｕ１（ｔ－ｎ１）］

Ｔ∈Ｒｎ１，
ψ２（ｔ）：＝［ｕ３（ｔ－１），ｕ３（ｔ－２），…，ｕ３（ｔ－ｎ３）］

Ｔ∈Ｒｎ３．

３．１　子系统最小二乘辨识算法
令

φｉ（ｔ）：＝
（ｔ）
ψｉ（ｔ[ ]）∈Ｒｎ０＋ｎｉ．

式（１８）可以写为
ｙｉ（ｔ）＝φ

Ｔ
ｉ（ｔ）θｉ＋ｖｉ（ｔ），　ｉ＝１，２，…，ｍ． （１９）

设数据长度为Ｌ（Ｌｎ）．定义堆积输出向量Ｙｉ，堆积
信息矩阵Ｈｉ如下：

Ｙｉ：＝

ｙｉ（１）

ｙｉ（２）



ｙｉ（Ｌ













）

∈ＲＬ，

Ｈｉ：＝

φＴｉ（１）

φＴｉ（２）



φＴｉ（Ｌ













）

＝

Ｔ（１） ψＴｉ（１）

Ｔ（２） ψＴｉ（２）

 

Ｔ（Ｌ） ψＴｉ（Ｌ













）

∈ＲＬ×μｉ，

μｉ：＝ｎ０＋ｎｉ．
定义和极小化准则函数：

Ｊ２（θｉ）：＝∑
Ｌ

ｊ＝１
［ｙｉ（ｊ）－φ

Ｔ
ｉ（ｊ）θｉ］

２＝‖Ｙｉ－Ｈｉθｉ‖
２，

　　ｉ＝１，２，…，ｍ，
给出部分信息向量耦合型多变量系统（９）参数向量
θｉ的子系统最小二乘（ＳＬＳ）辨识算法：

θ^ｉ＝（Ｈ
Ｔ
ｉＨｉ）

－１ＨＴｉＹｉ，　ｉ＝１，２，…，ｍ． （２０）
部分信息向量耦合型多变量系统最小二乘算法（２０）
的计算量如表２所示，其中乘法运算次数为

Ｍ９：＝∑
ｍ

ｉ＝１
［μ３ｉ＋μ

２
ｉ＋（μ

２
ｉ＋μｉ）Ｌ］ｆｌｏｐｓ，

加法运算次数为

Ａ９：＝∑
ｍ

ｉ＝１
［μ３ｉ－μ

２
ｉ－２μｉ＋（μ

２
ｉ＋μｉ）Ｌ］ｆｌｏｐｓ，

算法的总ｆｌｏｐ数为

Ｎ９：＝Ｍ９＋Ａ９＝∑
ｍ

ｉ＝１
［２μ３ｉ－２μｉ＋（２μ

２
ｉ＋２μｉ）Ｌ］ｆｌｏｐｓ．

３．２　基于块矩阵求逆的最小二乘辨识算法
令

Φ：＝

Ｔ（１）
Ｔ（２）


Ｔ（Ｌ











）

∈ＲＬ×ｎ０，　Ψｉ：＝

ψＴｉ（１）

ψＴｉ（２）



ψＴｉ（Ｌ













）

∈ＲＬ×ｎｉ．

则有

Ｈｉ＝［Φ，Ψｉ］∈Ｒ
Ｌ×（ｎ０＋ｎｉ）．

令Ｓ：＝ΦＴΦ∈Ｒｎ０×ｎ０，Ｒｉ：＝ΦＴΨｉ∈Ｒ
ｎ０×ｎｉ，Ｔｉ：＝ΨＴｉΨｉ∈

Ｒｎｉ×ｎｉ，定义数据乘积矩矩阵（ｄａｔａｐｒｏｄｕｃｔｍｏｍｅｎｔ
ｍａｔｒｉｘ）：

７８４
学报：自然科学版，２０１２，４（６）：４８１４９５

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１２，４（６）：４８１４９５



表２　子系统最小二乘算法的计算量
Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｓｕｂｓｙｓｔｅｍｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^ｉ θ^ｉ＝Ｓ′ｉβｉ∈Ｒμｉ μ２ｉ μｉ（μｉ－１）

Ｓｉ：＝ＨＴｉＨｉ∈Ｒμｉ×μｉ μ２ｉＬ μ２ｉ（Ｌ－１）

βｉ：＝ＨＴｉＹｉ∈Ｒμｉ μｉＬ μｉ（Ｌ－１）

Ｓ′ｉ：＝Ｓ－１ｉ ∈Ｒμｉ×μｉ μ３ｉ μ３ｉ－μ２ｉ

总数 ∑
ｍ

ｉ＝１
［μ３ｉ＋μ２ｉ＋（μ２ｉ＋μｉ）Ｌ］ ∑

ｍ

ｉ＝１
［μ３ｉ－μ２ｉ－２μｉ＋（μ２ｉ＋μｉ）Ｌ］

总ｆｌｏｐ数 Ｎ９：＝∑
ｍ

ｉ＝１
［２μ３ｉ－２μｉ＋（２μ２ｉ＋２μｉ）Ｌ］

Ｓｉ：＝ＨＴｉＨｉ＝
ΦＴ

ΨＴ[ ]
ｉ

［Φ，Ψｉ］＝

ΦＴΦ ΦＴΨｉ
ΨＴｉΦ ΨＴｉΨ[ ]

ｉ

＝
Ｓ Ｒｉ
ＲＴｉ Ｔ[ ]

ｉ

∈Ｒ（ｎ０＋ｎｉ）×（ｎ０＋ｎｉ）．

应用块矩阵求逆引理１，可得

Ｓ－１ｉ ＝
Ｓ Ｒｉ
ＲＴｉ Ｔ[ ]

ｉ

－１

＝

Ｓ－１＋Ｓ－１ＲｉＱ
－１
ｉ Ｒ

Ｔ
ｉＳ

－１ －Ｓ－１ＲｉＱ
－１
ｉ

－Ｑ－１ｉ Ｒ
Ｔ
ｉＳ

－１ Ｑ－１[ ]
ｉ

∈Ｒ（ｎ０＋ｎｉ）×（ｎ０＋ｎｉ），

Ｑｉ：＝Ｔｉ－Ｒ
Ｔ
ｉＳ

－１Ｒｉ∈Ｒ
ｎｉ×ｎｉ．

令γｉ：＝ΦＴＹｉ∈Ｒ
ｎ０，ξｉ：＝ΨＴｉＹｉ∈Ｒ

ｎｉ．注意到Ｓ＝ＳＴ，
Ｔｉ＝Ｔ

Ｔ
ｉ，Ｑｉ＝Ｑ

Ｔ
ｉ．则式（２０）参数估计可以表示为

θ^ｉ＝Ｓ
－１
ｉ Ｈ

Ｔ
ｉＹｉ＝

Ｓ－１＋Ｓ－１ＲｉＱ
－１
ｉ Ｒ

Ｔ
ｉＳ

－１ －Ｓ－１ＲｉＱ
－１
ｉ

－Ｑ－１ｉ Ｒ
Ｔ
ｉＳ

－１ Ｑ－１[ ]
ｉ

φＴ

ΨＴ[ ]
ｉ

Ｙｉ＝

Ｓ－１＋Ｓ－１ＲｉＱ
－１
ｉ Ｒ

Ｔ
ｉＳ

－１ －Ｓ－１ＲｉＱ
－１
ｉ

－Ｑ－１ｉ Ｒ
Ｔ
ｉＳ

－１ Ｑ－１[ ]
ｉ

（φＴＹｉ）

（ΨＴｉＹｉ
[ ]） ＝

（Ｓ－１＋Ｓ－１ＲｉＱ
－１
ｉ Ｒ

Ｔ
ｉＳ

－１）（ΦＴＹｉ）－Ｓ
－１ＲｉＱ

－１
ｉ（Ψ

Ｔ
ｉＹｉ）

－Ｑ－１ｉ Ｒ
Ｔ
ｉＳ

－１（ΦＴＹｉ）＋Ｑ
－１
ｉ（Ψ

Ｔ
ｉＹｉ[ ]）

＝

Ｓ－１（ΦＴＹｉ）＋Ｓ
－１ＲｉＱ

－１
ｉ［Ｒ

Ｔ
ｉＳ

－１（ΦＴＹｉ）－（Ψ
Ｔ
ｉＹｉ）］

－Ｑ－１ｉ［Ｒ
Ｔ
ｉＳ

－１（ΦＴＹｉ）－（Ψ
Ｔ
ｉＹｉ[ ]）］

＝

Ｓ－１（ΦＴＹｉ）－Ｓ
－１Ｒｉβｉ

β[ ]
ｉ

＝
Ｓ－１（γｉ－Ｒｉβｉ）

β[ ]
ｉ

＝

Ｓ－１γｉ－（Ｓ
－１Ｒｉ）βｉ

β[ ]
ｉ

∈Ｒｎ０＋ｎｉ， （２２）

其中

βｉ：＝－Ｑ－１ｉ ［Ｒ
Ｔ
ｉＳ

－１（ΦＴＹｉ）－（Ψ
Ｔ
ｉＹｉ）］＝

－Ｑ－１ｉ ［（Ｒ
Ｔ
ｉＳ

－１）γｉ－ξｉ］＝
－Ｑ－１ｉ ［Ｒ

Ｔ
ｉ（Ｓ

－１γｉ）－ξｉ］∈Ｒ
ｎｉ． （２３）

由以上各式，可以总结出估计部分信息向量耦

合型多变量系统（１８）参数向量 θｉ的基于块矩阵求
逆的最小二乘辨识算法（简称ＢＬＳ算法）：

θ^ｉ＝
Ｓ－１γｉ－Ｓ

－１Ｒｉβｉ
β[ ]
ｉ

，　ｉ＝１，２，…，ｍ， （２４）

βｉ＝－Ｑ
－１
ｉ （Ｒ

Ｔ
ｉＳ

－１γｉ－ξｉ）， （２５）
γｉ：＝ΦＴＹｉ，　ξｉ＝ψ

Ｔ
ｉＹｉ， （２６）

Ｒｉ＝Φ
ＴΨｉ，　Ｔｉ＝Ψ

Ｔ
ｉΨｉ， （２７）

Ｑｉ＝Ｔｉ－Ｒ
Ｔ
ｉＳ

－１Ｒｉ， （２８）
Ｙｉ＝［ｙｉ（１），ｙｉ（２），…，ｙｉ（Ｌ）］

Ｔ， （２９）

Ψｉ＝［ψｉ（１），ψｉ（２），…，ψｉ（Ｌ）］
Ｔ， （３０）

Φ＝［（１），（２），…，（Ｌ）］Ｔ， （３１）
Ｓ＝ΦＴΦ． （３２）
基于块矩阵求逆的最小二乘算法（２４）—（３２）

计算参数估计向量 θ^ｉ的步骤如下．
１）收集观测数据 ｙ（ｔ），（ｔ），ψ１（ｔ），ψ２（ｔ），

…，ψｍ（ｔ）：ｔ＝１，２，３，…，Ｌ．
２）置ｉ＝１，用式（３１）构造Φ，用式（３２）计算Ｓ．
３）用式（２９）构造Ｙｉ，用式（３０）构造Ψｉ．
４）用式（２６）计算γｉ和ξｉ，用式（２７）计算Ｒｉ和

Ｔｉ，用式（２８）计算Ｑｉ．
５）用式（２５）计算 βｉ，用式（２４）计算参数估

计 θ^ｉ．
６）如果ｉ＝ｍ，就获得参数估计 θ^１，^θ２，…，^θｍ；否

则ｉ增１，转到第３步．
ＢＬＳ辨识算法（２４）—（３２）计算参数估计向量

θ^ｉ的流程如图２所示．
基于块矩阵求逆的最小二乘算法（２４）—（３２）

的计算量如表３所示，其中算法的乘法运算次数Ｍ１０
和加法运算次数Ａ１０分别为

Ｍ１０：＝［ｎ２０（ｎ０＋Ｌ）＋∑
ｍ

ｉ＝１
（ｎｉ＋１）μｉＬ＋ｎ

２
０ｎｉ＋

８８４
丁锋．辨识方法的计算效率（３）：信息向量耦合算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＣ：Ｃｏｕｐｌｅｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



图２　ＢＬＳ算法计算参数估计向量 θ^ｉ的流程

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｅｓｔｉｍａｔｅｓ^θｉｉｎｔｈｅＢＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　　ｎ２ｉμｉ＋μ
２
ｉ］ｆｌｏｐｓ，

Ａ１０：＝［ｎ２０（ｎ０＋Ｌ－２）＋∑
ｍ

ｉ＝１
（ｎｉ＋１）μｉＬ＋ｎ

２
０ｎｉ＋

　　μ２ｉ＋（ｎ
２
ｉ－２ｎｉ－２）μｉ］ｆｌｏｐｓ，

算法的总ｆｌｏｐ数为
Ｎ１０：＝Ｍ１０＋Ａ１０ ＝｛２ｎ

２
０（ｎ０＋Ｌ－１）＋

２∑
ｍ

ｉ＝１
［（ｎｉ＋１）μｉＬ＋ｎ

２
０ｎｉ＋（ｎ

２
ｉ＋ｎ０－１）μｉ］｝ｆｌｏｐｓ．

为了比较部分信息向量耦合型多变量系统ＬＳ算
法（２０）与ＢＬＳ算法（２４）—（３２）的计算量，考虑多输
入ｍ＝４输出多变量系统，设ｎ０＝６，ｎｉ＝６，即每个子
系统有 μｉ＝ｎ０＋ｎｉ＝１２个参数，取数据长度为 Ｌ＝
１０００．ＬＳ算法的乘法运算次数为Ｍ９＝６３１４８８，加法
运算次数为Ａ９＝６３０２４０，总ｆｌｏｐ数为Ｎ９＝１２６１７２８；
ＢＬＳ算法的乘法运算次数为Ｍ１０＝３７５３８４，加法运算
次数为Ａ１０＝３７４６４０，总ｆｌｏｐ数为Ｎ１０＝７５００２４．两个
算法计算量之差为Δ＝Ｎ９－Ｎ１０＝５１１７０４，可见ＢＬＳ
算法比ＬＳ算法计算量小，也就是ＢＬＳ算法比ＬＳ算
法计算效率提高了Δ／Ｎ９＝４０５５％．

下面的Ｍａｔｌａｂ程序计算表２中 ＬＳ算法和表３
中ＢＬＳ算法的计算量，以及表４中ＳＲＬＳ算法和表
５中基于分解的多变量递推最小二乘（ＤＲＬＳ）算法
每步的计算量．
１　％ 
２　％ Ｆｉｌｅｎａｍｅ：ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＥｆｆｉｃｉｅｎｃｙ１．ｍ
３　％ ｆｏｒｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
４　％ 
５　ｃｌｅａｒ；ｆｏｒｍａｔｌｏｎｇｇ
６　ｍ＝４；％ Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｏｕｔｐｕｔｓ
７　ｎ０＝６；Ｌ＝１０００；％ Ｔｈｅｄａｔａｌｅｎｇｔｈ
８　ｎ＝ｏｎｅｓ（ｍ，１）ｎ０；％ ｎｉ

表３　基于块矩阵求逆的最小二乘算法的计算量
Ｔａｂｌｅ３　ＴｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｂｌｏｃｋｍａｔｒｉｘｉｎｖｅｒｓｉｏｎ

变量 计算次序　　　　 乘法次数 加法次数

Ｓ Ｓ＝ΦＴΦ∈Ｒｎ０×ｎ０ ｎ２０Ｌ ｎ２０（Ｌ－１）

Ｓ′ Ｓ′：＝Ｓ－１∈Ｒｎ０×ｎ０ ｎ３０ ｎ３０－ｎ２０

θ^ｉ θ^ｉ＝
Ｓ－１（γｉ－Ｒｉβｉ）

β[ ]ｉ
∈Ｒμｉ ｎ２０＋ｎ０ｎｉ ｎ２０＋ｎ０ｎｉ－ｎ０

βｉ βｉ＝－Ｑ－１ｉ （ＲＴｉＳ－１γｉ－ξｉ）∈Ｒｎｉ ｎ０ｎｉ＋ｎ２ｉ ｎ０ｎｉ＋ｎ２ｉ－ｎｉ
Ｑｉ Ｑｉ＝Ｔｉ－ＲＴｉ（Ｓ′Ｒｉ）∈Ｒｎｉ×ｎｉ ｎ０ｎ２ｉ ｎ０ｎ２ｉ
Ｑｉ′ Ｑｉ＝Ｑ－１ｉ ∈Ｒｎｉ×ｎｉ ｎ３ｉ ｎ３ｉ－ｎ２ｉ

（Ｓ－１Ｒｉ） Ｓ－１Ｒｉ＝Ｓ′Ｒｉ＝（ＲＴｉＳ′）Ｔ∈Ｒｎ０×ｎｉ ｎ２０ｎｉ （ｎ２０－ｎ０）ｎｉ
Ｒｉ Ｒｉ＝ΦＴΨｉ∈Ｒｎ０×ｎｉ ｎ０ｎｉＬ ｎ０ｎｉ（Ｌ－１）

Ｔｉ Ｔｉ＝ΨＴΨｉ∈Ｒｎｉ×ｎｉ ｎ２ｉＬ ｎ２ｉ（Ｌ－１）

γｉ γｉ＝ΦＴＹｉ∈Ｒｎ０ ｎ０Ｌ ｎ０（Ｌ－１）

ξｉ ｘｉｉ＝ΨＴｉＹｉ∈Ｒｎｉ ｎｉＬ ｎｉ（Ｌ－１）

总数 Ｍ１０ Ａ１０

总ｆｌｏｐ数 ２ｎ２０（ｎ０＋Ｌ－１）＋２∑
ｍ

ｉ＝１
［（ｎｉ＋１）μｉＬ＋ｎ２０ｎｉ＋μ２ｉ＋（ｎ２ｉ－ｎｉ－１）μｉ］

９８４
学报：自然科学版，２０１２，４（６）：４８１４９５

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１２，４（６）：４８１４９５



９　ｍｕ＝ｎ０＋ｎ；　　　％ ｍｕｉ
１０　
１１　％ ＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ
１２　Ｍ９＝ｓｕｍ（ｍｕ．^３＋ｍｕ．^２＋（ｍｕ．^２＋ｍｕ）Ｌ）；
１３　Ａ９＝ｓｕｍ（ｍｕ．^３－ｍｕ．^２－２ｍｕ＋（ｍｕ．^２＋ｍｕ）Ｌ）；
１４　Ｎ９＝ｓｕｍ（２ｍｕ．^３－２ｍｕ＋２（ｍｕ．^２＋ｍｕ）Ｌ）；
１５　ＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ＝［Ｍ９，Ａ９，Ｎ９，Ｍ９＋Ａ９－Ｎ９］
１６　
１７　％ Ｂ－ＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ
１８　ｍ１０－１＝ｎ０^２Ｌ＋ｎ０^３；
１９　
２０　ｍ１０－２＝ｎ０^２＋ｎ０ｎ＋ｎ０ｎ＋ｎ．^２；
２１　ｍ１０－３＝ｎ０ｎ．^２＋ｎ．^３＋ｎ０^２ｎ＋ｎ０ｎＬ＋ｎ．^２

Ｌ；
２２　ｍ１０－４＝ｎ０Ｌ＋ｎＬ；
２３　Ｍ１０＝ｍ１０－１＋ｓｕｍ（ｍ１０－２）＋ｓｕｍ（ｍ１０－３）＋ｓｕｍ

（ｍ１０－４）；
２４
２５　ａ１０－１＝ｎ０^２（Ｌ－１）＋ｎ０^３－ｎ０^２；
２６
２７　ａ１０－２＝ｎ０^２＋ｎ０ｎ＋ｎ０ｎ＋ｎ．^２－ｎ０－ｎ；
２８　ａ１０－３＝ｎ０ｎ．^２＋ｎ．^３－ｎ．^２＋（ｎ０^２－ｎ０）ｎ…
２９　　　＋ｎ０ｎ（Ｌ－１）＋ｎ．^２（Ｌ－１）；
３０　ａ１０－４＝ｎ０（Ｌ－１）＋ｎ（Ｌ－１）；
３１　Ａ１０＝ａ１０－１＋ｓｕｍ（ａ１０－２）＋ｓｕｍ（ａ１０－３）＋ｓｕｍ（ａ１０－４）；
３２
３３　Ｎ１０＝Ｍ１０＋Ａ１０；
３４　ＢＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ１＝［Ｍ１０，Ａ１０，Ｎ１０］
３５
３６　Ｍ１０＝ｎ０^２（ｎ０＋Ｌ）；
３７　Ａ１０＝ｎ０^２（ｎ０＋Ｌ－２）；
３８　Ｎ１０＝２ｎ０^２（ｎ０＋Ｌ－１）；
３９　ｆｏｒ　ｉ＝１：ｍ
４０　 Ｍ１０＝Ｍ１０＋（ｎ（ｉ）＋１）ｍｕ（ｉ）Ｌ＋ｎ０^２ｎ（ｉ）

＋ｎ（ｉ）^２ｍｕ（ｉ）…
４１　　　＋ｍｕ（ｉ）^２；
４２　 Ａ１０＝Ａ１０＋（ｎ（ｉ）＋１）ｍｕ（ｉ）Ｌ＋ｎ０^２ｎ（ｉ）

＋ｍｕ（ｉ）^２…
４３　　　＋（ｎ（ｉ）^２－２ｎ（ｉ）－２）ｍｕ（ｉ）；
４４　 Ｎ１０＝Ｎ１０＋２（ｎ（ｉ）＋１）ｍｕ（ｉ）Ｌ＋２ｎ０^２

ｎ（ｉ）＋２ｍｕ（ｉ）^２…
４５　　　＋２（ｎ（ｉ）^２－ｎ（ｉ）－１）ｍｕ（ｉ）；
４６　ｅｎｄ
４７　ＢＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ２＝［Ｍ１０，Ａ１０，Ｎ１０］
４８　％ ＢＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ１－ＢＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ２
４９　Ｄｅｌｔａ＝Ｎ９－Ｎ１０
５０　Ｒａｔｉｏ＝［Ｄｅｌｔａ／Ｎ９，Ｄｅｌｔａ／Ｎ１０］１００
５１

５２　％ Ｓ－ＲＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ
５３　Ｍ１１＝ｓｕｍ（２ｍｕ．^２＋４ｍｕ）；
５４　Ａ１１＝ｓｕｍ（２ｍｕ．^２＋２ｍｕ）；
５５　Ｎ１１＝ｓｕｍ（４ｍｕ．^２＋６ｍｕ）；
５６
５７　ＳＲＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ＝［Ｍ１１，Ａ１１，Ｎ１１，Ｎ１１－Ｍ１１－Ａ１１］
５８
５９　％ Ｄ－ＲＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ
６０　Ｍ１２＝２ｎ０^２＋２ｍｎ０＋２ｎ０＋ｓｕｍ（２ｎ．^２＋４ｎ）；
６１　Ａ１２＝２ｎ０^２＋２ｍｎ０＋ｓｕｍ（２ｎ．^２＋２ｎ）；
６２　Ｎ１２＝４ｎ０^２＋４ｍｎ０＋２ｎ０＋ｓｕｍ（４ｎ．^２＋６ｎ）；
６３　ＤＲＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ＝［Ｍ１２，Ａ１２，Ｎ１２，Ｎ１２－Ｍ１２－Ａ１２］
６４
６５　Ｄｅｌｔａ＝Ｎ１１－Ｎ１２
６６　Ｎ１１－Ｎ１２＝４（ｍ－１）ｎ０^２＋８ｎ０ｓｕｍ（ｎ）＋２

ｎ０（ｍ－１）
６７　Ｒａｔｉｏ＝［Ｄｅｌｔａ／Ｎ１１，Ｄｅｌｔａ／Ｎ１２］１００

尽管部分信息向量耦合型多变量系统的基于块

矩阵求逆的最小二乘辨识算法（２４）—（３２），在形式
上很类似于文献［１１，３９］中伪线性回归系统的基于
块矩阵求逆的最小二乘迭代辨识算法，但是它们有

本质区别，前者算法中下标 ｉ取值 ｉ＝１，２，…，ｍ（ｍ
为多变量系统输出的数目），是一次完成最小二乘算

法，用于白噪声干扰的多变量线性回归系统；后者算

法中下标ｋ是迭代变量，取值 ｋ＝１，２，３，…，是最小
二乘迭代辨识算法，用于有色噪声干扰伪线性回归

标量系统或多变量系统．

３．３　子系统递推最小二乘辨识算法
考虑式（１９）的辨识模型，重写如下：
ｙｉ（ｔ）＝φ

Ｔ
ｉ（ｔ）θｉ＋ｖｉ（ｔ），　ｉ＝１，２，…，ｍ， （３３）

φｉ（ｔ）＝
（ｔ）
ψｉ（ｔ[ ]）∈Ｒｎ，　μｉ：＝ｎ０＋ｎｉ． （３４）

定义和极小化准则函数：

Ｊ３（θｉ）：＝∑
ｔ

ｊ＝１
［ｙｉ（ｊ）－φ

Ｔ
ｉ（ｊ）θｉ］

２，　ｉ＝１，２，…，ｍ，

可以得到估计部分信息向量耦合型多变量系统的子

系统递推最小二乘（ＳＲＬＳ）辨识算法：
θ^ｉ（ｔ）＝^θｉ（ｔ－１）＋Ｌｉ（ｔ）［ｙｉ（ｔ）－φ

Ｔ
ｉ（ｔ）^θｉ（ｔ－１）］，

ｉ＝１，２，…，ｍ， （３５）
Ｌｉ（ｔ）＝Ｐｉ（ｔ－１）φｉ（ｔ）［１＋φ

Ｔ
ｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ－１）φｉ（ｔ）］

－１， （３６）
Ｐｉ（ｔ）＝Ｐｉ（ｔ－１）－Ｌｉ（ｔ）［φ

Ｔ
ｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ－１）］，

Ｐｉ（０）＝ｐ０Ｉμｉ． （３７）
ＳＲＬＳ算法（３５）—（３７）每步的计算量为 Ｎ１１ ＝

∑
ｍ

ｉ＝１
（４μ２ｉ＋６μｉ）ｆｌｏｐｓ，如表４所示

［１０］．

０９４
丁锋．辨识方法的计算效率（３）：信息向量耦合算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＣ：Ｃｏｕｐｌｅｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



３．４　基于辨识模型分解的递推最小二乘辨识算法
下面讨论基于辨识模型分解的递推最小二乘辨

识算法及其计算效率，基于辨识模型分解的直接最

小二乘辨识算法从略．
部分向量耦合型多变量系统辨识模型（３３）可以

等价写为下列形式：

ｙｉ（ｔ）＝［
Ｔ（ｔ），ψＴｉ（ｔ）］

θｉ
[ ]
ｉ

＋ｖｉ（ｔ）＝

Ｔ（ｔ）θｉ＋ψ
Ｔ
ｉ（ｔ）ｉ＋ｖｉ（ｔ），　ｉ＝１，２，…，ｍ，（３８）

其中（ｔ）∈Ｒｎ０，ψｉ（ｔ）∈Ｒ
ｎｉ，θｉ∈Ｒ

ｎ０是对应于耦合

部分子信息向量（ｔ）的参数向量，ｉ∈Ｒ
ｎｉ是对应于

不同子信息向量ψｉ（ｔ）的参数向量．
定义两个中间变量：

ｙ１ｉ（ｔ）：＝ｙｉ（ｔ）－ψ
Ｔ
ｉ（ｔ）ｉ， （３９）

ｙ２ｉ（ｔ）：＝ｙｉ（ｔ）－
Ｔ（ｔ）θｉ． （４０）

则由（３８）得到两个辨识模型：
ｙ１ｉ（ｔ）：＝

Ｔ（ｔ）θｉ＋ｖｉ（ｔ）， （４１）
ｙ２ｉ（ｔ）：＝ψ

Ｔ
ｉ（ｔ）ｉ＋ｖｉ（ｔ）． （４２）

设 θ^ｉ（ｔ）∈Ｒ
ｎ０是 θｉ∈Ｒ

ｎ０在时刻 ｔ的估计，
^ｉ（ｔ）∈Ｒ

ｎ０是 ｉ∈Ｒ
ｎｉ在时刻 ｔ的估计．使用最小二

乘原理［４］，定义和极小化两个准则函数：

Ｊ３（θｉ）：＝∑
ｔ

ｊ＝１
［ｙ１ｉ（ｊ）－

Ｔ（ｊ）θｉ］
２，

Ｊ３ｉ（ｉ）：＝∑
ｔ

ｊ＝１
［ｙ２ｉ（ｊ）－ψ

Ｔ
ｉ（ｊ）ｉ］

２．

可以得到下列递推最小二乘算法：

θ^ｉ（ｔ）＝^θｉ（ｔ－１）＋Ｌ０（ｔ）［ｙ１ｉ（ｔ）－
Ｔ（ｔ）^θｉ（ｔ－１）］，

ｉ＝１，２，…，ｍ， （４３）
Ｌ０（ｔ）＝Ｐ０（ｔ－１）（ｔ）［１＋

Ｔ（ｔ）Ｐ０（ｔ－１）（ｔ）］
－１， （４４）

Ｐ０（ｔ）＝［Ｉｎ０－Ｌ０（ｔ）
Ｔ（ｔ）］Ｐ０（ｔ－１），

Ｐ０（０）＝ｐ０Ｉｎ０， （４５）

^ｉ（ｔ）＝^ｉ（ｔ－１）＋Ｌｉ（ｔ）［ｙ２ｉ（ｔ）－ψ
Ｔ
ｉ（ｔ）^ｉ（ｔ－１）］，（４６）

Ｌｉ（ｔ）＝Ｐｉ（ｔ－１）ψｉ（ｔ）［１＋ψ
Ｔ
ｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ－１）ψｉ（ｔ）］

－１，（４７）
Ｐｉ（ｔ）＝［Ｉｎｉ－Ｌｉ（ｔ）ψ

Ｔ
ｉ（ｔ）］Ｐｉ（ｔ－１），

Ｐｉ（０）＝ｐ０Ｉｎｉ． （４８）
将式（３９）和（４０）分别代入式（４３）和（４６）得到
θ^ｉ（ｔ）＝^θｉ（ｔ－１）＋Ｌ０（ｔ）［ｙｉ（ｔ）－ψ

Ｔ
ｉ（ｔ）ｉ－

Ｔ（ｔ）^θｉ（ｔ－１）］，
^ｉ（ｔ）＝^ｉ（ｔ－１）＋Ｌｉ（ｔ）［ｙｉ（ｔ）－

Ｔ（ｔ）θｉ－ψ
Ｔ
ｉ（ｔ）^ｉ（ｔ－１）］．

由于上两式中右边分别包含了未知参数向量 ｉ和
θｉ，所以不可能计算出参数估计 θ^ｉ（ｔ）和 ^ｉ（ｔ）．解决
的办法是使用递阶辨识原理［２５２７］：未知参数向量 ｉ
和θｉ分别用其前一时刻的参数估计 ^ｉ（ｔ－１）和
θ^ｉ（ｔ－１）代替，得到
θ^ｉ（ｔ）＝^θｉ（ｔ－１）＋Ｌ０（ｔ）［ｙｉ（ｔ）－ψ

Ｔ
ｉ（ｔ）^ｉ（ｔ－１）－

Ｔ（ｔ）^θｉ（ｔ－１）］＝^θｉ（ｔ－１）＋Ｌ０（ｔ）ｅｉ（ｔ）， （４９）
^ｉ（ｔ）＝^ｉ（ｔ－１）＋Ｌｉ（ｔ）［ｙｉ（ｔ）－

Ｔ（ｔ）^θｉ（ｔ－１）－
ψＴｉ（ｔ）^ｉ（ｔ－１）］＝^ｉ（ｔ－１）＋Ｌｉ（ｔ）ｅｉ（ｔ），（５０）

其中

ｅｉ（ｔ）：＝ｙｉ（ｔ）－
Ｔ（ｔ）^θｉ（ｔ－１）－ψ

Ｔ
ｉ（ｔ）^ｉ（ｔ－１）∈Ｒ． （５１）

定义输出向量ｙ（ｔ）和信息向量ｅ（ｔ）如下：
ｙ（ｔ）：＝［ｙ１（ｔ），ｙ２（ｔ），…，ｙｍ（ｔ）］

Ｔ∈Ｒｍ，
ｅ（ｔ）：＝［ｅ１（ｔ），ｅ２（ｔ），…，ｅｍ（ｔ）］

Ｔ∈Ｒｍ．
设 θ^（ｔ）：＝［^θ１（ｔ），^θ２（ｔ），…，^θｍ（ｔ）］∈Ｒ

ｎ０×ｍ是 θ：＝
［θ１，θ２，…，θｍ］∈Ｒ

ｎ０×ｍ在时刻 ｔ的估计，细胞数组

^（ｔ）：＝｛^１（ｔ），^２（ｔ），…，^ｍ（ｔ）｝是 ：＝｛１，２，
…，ｍ｝在时刻ｔ的估计，这细胞数组共有ｍ列，其第
ｉ列的维数为ｎｉ．使用ｅｉ（ｔ）的定义，有

ｅ（ｔ）＝

ｙ１（ｔ）－
Ｔ（ｔ）^θ１（ｔ－１）－ψ

Ｔ
１（ｔ）^１（ｔ－１）

ｙ２（ｔ）－
Ｔ（ｔ）^θ２（ｔ－１）－ψ

Ｔ
２（ｔ）^２（ｔ－１）



ｙｍ（ｔ）－
Ｔ（ｔ）^θｍ（ｔ－１）－ψ

Ｔ
ｍ（ｔ）^ｍ（ｔ－１













）

＝

表４　ＳＲＬＳ算法每步的计算量
Ｔａｂｌｅ４　ＴｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅＳＲＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｅａｃｈｒｅｃｕｒｓｉｏｎ

变量 计算次序　　　　 乘法次数 加法次数

θ^ｉ（ｔ） θ^ｉ（ｔ）＝^θｉ（ｔ－１）＋Ｌｉ（ｔ）ｅｉ（ｔ）∈Ｒμｉ μｉ μｉ
ｅｉ（ｔ）：＝ｙｉ（ｔ）－φＴｉ（ｔ）^θｉ（ｔ－１）∈Ｒ μｉ μｉ

Ｌｉ（ｔ） Ｌｉ（ｔ）＝ζｉ（ｔ）／［１＋φＴｉ（ｔ）ζｉ（ｔ）］∈Ｒμｉ ２μｉ μｉ

ζｉ（ｔ）：＝Ｐｉ（ｔ－１）φｉ（ｔ）∈Ｒμｉ μ２ｉ （μｉ－１）μｉ
Ｐｉ（ｔ） Ｐｉ（ｔ）＝Ｐｉ（ｔ－１）－Ｌｉ（ｔ）ζＴｉ（ｔ）∈Ｒμｉ×μｉ μ２ｉ μ２ｉ

总数 Ｍ１１：＝∑
ｍ

ｉ＝１
（２μ２ｉ＋４μｉ） Ａ１１：＝∑

ｍ

ｉ＝１
（２μ２ｉ＋２μｉ）

总ｆｌｏｐ数 Ｎ１１：＝∑
ｍ

ｉ＝１
（４μ２ｉ＋６μｉ）

１９４
学报：自然科学版，２０１２，４（６）：４８１４９５

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１２，４（６）：４８１４９５



　　ｙ（ｔ）－^θＴ（ｔ－１）（ｔ）－η（ｔ）∈Ｒｍ， （５２）
其中

η（ｔ）：＝

ψＴ１（ｔ）^１（ｔ－１）

ψＴ２（ｔ）^２（ｔ－１）



ψＴｍ（ｔ）^ｍ（ｔ－１













）

∈Ｒｍ． （５３）

当ｉ＝１，２，…，ｍ时，式（４９）可写成式（５４）的紧
凑形式，联立式（４４）—（４５），（４７）—（４８）和式
（５０）—（５３），可得部分信息向量耦合型多变量系统
的基于分解的递推最小二乘（ＤＲＬＳ）辨识算法：
θ^（ｔ）＝^θ（ｔ－１）Ｌ０（ｔ）ｅ

Ｔ（ｔ），^θ（０）＝１ｎ０×ｍ／ｐ０， （５４）
Ｌ０（ｔ）＝Ｐ０（ｔ－１）（ｔ）［１＋

Ｔ（ｔ）Ｐ０（ｔ－１）（ｔ）］
－１， （５５）

Ｐ０（ｔ）＝Ｐ０（ｔ－１）－Ｌ０（ｔ）［
Ｔ（ｔ）Ｐ０（ｔ－１）］，

Ｐ０（０）＝ｐ０Ｉｎ０， （５６）
^ｉ（ｔ）＝^ｉ（ｔ－１）＋Ｌｉ（ｔ）ｅｉ（ｔ），ｉ＝１，２，…，ｍ，

^ｉ（０）＝１ｎｉ／ｐ０， （５７）
Ｌｉ（ｔ）＝Ｐｉ（ｔ－１）ψｉ（ｔ）［１＋ψ

Ｔ
ｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ－１）ψｉ（ｔ）］

－１，（５８）
Ｐｉ（ｔ）＝Ｐｉ（ｔ－１）－Ｌｉ（ｔ）［ψ

Ｔ
ｉ（ｔ）Ｐｉ（ｔ－１）］，

Ｐｉ（０）＝ｐ０Ｉｎｉ， （５９）
ｅ（ｔ）＝［ｅ１（ｔ），ｅ２（ｔ），…，ｅｍ（ｔ）］

Ｔ＝
ｙ（ｔ）－^θＴ（ｔ－１）（ｔ）－η（ｔ）， （６０）

η（ｔ）＝［ψＴ１（ｔ）^１（ｔ－１），ψ
Ｔ
２（ｔ）^２（ｔ－１），…，

ψＴｍ（ｔ）^ｍ（ｔ－１）］
Ｔ， （６１）

ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ（ｔ）－
Ｔ（ｔ）^θｉ（ｔ－１）－ψ

Ｔ
ｉ（ｔ）^ｉ（ｔ－１）．（６２）

式（５７）可写成更紧凑的形式：
^（ｔ）＝^（ｔ－１）＋｛Ｌ１（ｔ）ｅ１（ｔ），Ｌ２（ｔ）ｅ２（ｔ），

…，Ｌｉ（ｔ）ｅｍ（ｔ）｝，^（０）＝｛１｝／ｐ０．
部分信息向量耦合型多变量系统ＤＲＬＳ辨识算

法（５４）—（６２）计算参数估计矩阵 θ^（ｔ）和 ^ｉ（ｔ）的步
骤如下．
１）初始化 ｔ＝１，置初值：^θ（０）＝１ｎ０×ｍ／ｐ０，

Ｐ０（０）＝ｐ０Ｉｎ０，^ｉ（０）＝１ｎｉ／ｐ０，Ｐｉ（０）＝ｐ０Ｉｎｉ，ｉ＝１，２，
…，ｍ，ｐ０＝１０

６．
２）收集观测数据 ｙ（ｔ），（ｔ），ψ１（ｔ），ψ２（ｔ），

…，ψｍ（ｔ）．
３）置ｉ＝１，用式（５５）计算 Ｌ０（ｔ），用式（５６）计

算Ｐ０（ｔ），用式（６１）和（６０）分别计算 η（ｔ）和 ｅ（ｔ），
用式（５４）刷新参数估计矩阵 θ^（ｔ）．
４）用式（５８）计算Ｌｉ（ｔ），用式（５９）计算 Ｐｉ（ｔ），

用式（５７）刷新参数估计向量 ^ｉ（ｔ）．
５）如果ｉ＜ｍ，ｉ增１，转到第４步；否则 ｔ增１，

转到第２步．

部分信息向量耦合型多变量系统ＤＲＬＳ辨识算
法（５４）—（６２）计算参数估计矩阵 θ^（ｔ）和参数向量
^ｉ（ｔ）的流程如图 ３所示．ＤＲＬＳ辨识算法（５４）—
（６２）的每步计算量如表５所示，其中算法的乘法运
算次数Ｍ１２和加法运算次数Ａ１２分别为

图３　ＤＲＬＳ算法计算参数估计向量
θ^（ｔ）和 ^ｉ（ｔ）的流程

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｅｓｔｉｍａｔｅｓ^θ（ｔ）ａｎｄ^ｉ（ｔ）ｉｎｔｈｅＤＲＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

Ｍ１２：＝［２ｎ２０＋２ｍｎ０＋２ｎ０＋∑
ｍ

ｉ＝１
（２ｎ２ｉ＋４ｎｉ）］ｆｌｏｐｓ，

Ａ１２：＝［２ｎ２０＋２ｍｎ０＋∑
ｍ

ｉ＝１
（２ｎ２ｉ＋２ｎｉ）］ｆｌｏｐｓ，

算法的总ｆｌｏｐ数为
Ｎ１２：＝Ｍ１２＋Ａ１２ ＝

　　［４ｎ２０＋４ｍｎ０＋２ｎ０＋∑
ｍ

ｉ＝１
（４ｎ２ｉ＋６ｎｉ）］ｆｌｏｐｓ．

因此，部分信息向量耦合型多变量系统 ＤＲＬＳ辨识
算法（５４）—（６２）比 ＳＲＬＳ算法（３５）—（３７）的计算
量小：

Ｎ１１－Ｎ１２ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
（４μ２ｉ＋６μｉ）

[

－

４ｎ２０＋４ｍｎ０＋２ｎ０＋∑
ｍ

ｉ＝１
（４ｎ２ｉ＋６ｎｉ ]） ＝

∑
ｍ

ｉ＝１
［４（ｎ０＋ｎｉ）

２＋６（ｎ０＋ｎｉ）］－

２９４
丁锋．辨识方法的计算效率（３）：信息向量耦合算法．

ＤＩＮＧＦｅｎｇ．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．ＰａｒｔＣ：Ｃｏｕｐｌｅｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｖｅｃｔｏｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．



表５　基于分解的多变量递推最小二乘算法的计算量
Ｔａｂｌｅ５　ＴｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅＲＬＳａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ

变量 计算次序 乘法次数 加法次数

θ^（ｔ） θ^（ｔ）＝θ^（ｔ－１）＋Ｌ０（ｔ）ｅＴ（ｔ）∈Ｒｎ０×ｍ ｍｎ０ ｍｎ０
ｅ（ｔ）＝［ｅｉ（ｔ）］＝ｙ（ｔ）－θ^Ｔ（ｔ）（ｔ）－η（ｔ）∈Ｒｍ ｍｎ０ ｍｎ０＋ｍ

η（ｔ）＝［ψＴ１（ｔ）^１（ｔ－１），…，ψＴｍ（ｔ）^ｍ（ｔ－１）］Ｔ∈Ｒｍ ｎ１＋… ＋ｎｍ ｎ１＋… ＋ｎｍ －ｍ

Ｌ０（ｔ） Ｌ０（ｔ）：＝ζ０（ｔ）／［１＋Ｔ（ｔ）ζ０（ｔ）］∈Ｒｎ０ ２ｎ０ ｎ０

ζ０（ｔ）：＝Ｐ０（ｔ－１）（ｔ）∈Ｒｎ０ ｎ２０ ｎ２０－ｎ０
Ｐ０（ｔ） Ｐ０（ｔ）＝Ｐ０（ｔ－１）－Ｌ０（ｔ）ζＴ０（ｔ）∈Ｒｎ０×ｎ０ ｎ２０ ｎ２０
^ｉ（ｔ） ^ｉ（ｔ）＝^ｉ（ｔ－１）＋Ｌｉ（ｔ）ｅｉ（ｔ）∈Ｒｎｉ ｎｉ ｎｉ
Ｌｉ（ｔ） Ｌｉ（ｔ）：＝ζｉ（ｔ）／［１＋ψＴｉ（ｔ）ζｉ（ｔ）］∈Ｒｎｉ ２ｎｉ ｎｉ

ζｉ（ｔ）：＝Ｐｉ（ｔ－１）ψｉ（ｔ）∈Ｒｎｉ ｎ２ｉ ｎ２ｉ－ｎｉ
Ｐｉ（ｔ） Ｐｉ（ｔ）＝Ｐｉ（ｔ－１）－Ｌｉ（ｔ）ζＴｉ（ｔ）∈Ｒｎｉ×ｎｉ ｎ２ｉ ｎ２ｉ

ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ（ｔ）－Ｔ（ｔ）^θｉ（ｔ－１）－ψＴｉ（ｔ）^ｉ（ｔ－１）∈Ｒ ｎ０＋ｎｉ ｎ０＋ｎｉ

总数 Ｍ１２ Ａ１２

总ｆｌｏｐ数 Ｎ１２：＝４ｎ２０＋４ｍｎ０＋２ｎ０＋∑
ｍ

ｉ＝１
（４ｎ２ｉ＋６ｎｉ）

[　　 ４ｎ２０＋４ｍｎ０＋２ｎ０＋∑
ｍ

ｉ＝１
（４ｎ２ｉ＋６ｎｉ ]） ＝

［４（ｍ－１）ｎ２０＋８ｎ０（ｎ１＋ｎ２＋…＋ｎｍ）＋２ｎ０（ｍ－１）］ｆｌｏｐｓ．
对于多输入ｍ＝４输出部分信息向量耦合型多

变量系统，设ｎ０ ＝６，ｎｉ＝６，ＳＲＬＳ算法每步的乘法
运算次数为 Ｍ１１ ＝１３４４，加法运算次数为 Ａ１１ ＝
１２４８，总ｆｌｏｐ数为Ｎ１１＝２５９２；ＤＲＬＳ算法每步的乘
法运算次数为 Ｍ１２ ＝５１６，加法运算次数为 Ａ１２ ＝
４５６，总ｆｌｏｐ数为Ｎ１２ ＝９７２．两个算法计算量之差为
Δ＝Ｎ１１－Ｎ１２＝１６２０，可见ＤＲＬＳ算法比ＳＬＳ算法
计算量小，也就是 ＤＲＬＳ算法比 ＳＲＬＳ算法效率提
高了Δ／Ｎ１１ ＝６２５％．

４　结语

多变量系统可以按照输出的数目分解为多个子

系统．根据子系统辨识模型信息向量之间的关系和
参数向量之间的关系，可以分为信息向量耦合型多

变量系统、部分信息向量耦合型多变量系统、参数向

量耦合型多变量系统、部分参数向量耦合型多变量

系统等．针对信息向量耦合型多变量系统和部分信
息向量耦合型多变量系统，研究和提出了子系统（递

推）最小二乘辨识、基于块矩阵求逆的最小二乘辨识

算法和基于辨识模型分解的递推最小二乘辨识算

法．提出的方法可以推广到参数向量耦合型多变量
系统．进一步可研究滤波辨识算法、两阶段辨识算法
或分解辨识算法、牛顿递推辨识算法和牛顿迭代辨

识算法的计算效率．
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编者按：江南大学的丁锋教授从２０１１年第１期到２０１２年第６期在本刊刊登了关于系统辨识方面的连载论
文共１１篇，其中前８篇已由本刊结集编印成《系统辨识论文连载文集》．以此蓝本为基础，经丁锋教授补充，
形成了《系统辨识新论》一书．该书将由科学出版社出版．顾名思义，《系统辨识新论》主要讨论系统辨识的新
思想、新理论、新原理、新概念与辨识新方法．以后，本刊将继续刊登系统辨识方面的连载论文．
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