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带有 =6>?=@?40?+算子的边值问题起源于不同的应用数学和物理

领域&近年来受到人们普遍关注&如纪德红等)$*运用 j)?1+(13@s1[00不

动点定理研究了具有 =6>?=@?40?+ 算子多点边值问题正解的存在性,
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题正解的存在性条件,孙博等):*运用锥上凹泛函及单调迭代技巧&在

研究正解存在性的同时给出了迭代序列来逼近此解,文献)56#*运用

单调迭代技巧及推广的D?'J0+ 定理&研究了多点边值问题迭代解的

收敛性问题,文献)867*应用拟线性方法&得到通常二阶常微分方程

三点四点边值问题的迭代收敛解&本文将综合运用拟线性方法%上下
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序列的收敛性定理&

?>几个引理
I3X3)?@>3UU?1

""为方便起见&本节先给出一些记号+@表示实数集,2

$

)%&$*为定

义在)%&$* 上具有一阶连续可导函数的全体,#表示恒等算子,*3L!#

RY&

&

&%"指全连续算子Y在2

$

)%&$*的有界开集
&

上关于 % 的 >3)6

?V6I4J?/*3)度&本文总假设+

!m

$

""% X6

;

&_

;

X$!;Q$&!&-&JR!"满足% X

#

JR!

;Q$

6

;

&

#

JR!

;Q$

_

;

&

$,

!m

!

""=!F&-&T" 在)%&$* Z@

! 上连续P

定义 ?>称
"

&

# "

2

$

)%&$* 且
,

C

!

"

"̂&

,

C

!

#

"̂

"

2

$

)%&$* 分



""""别是式!$"的下%上解&若它们分别满足

(R

,

C

!

"

^ )"

^

&

=!F&

"

&

"

"̂&"F

"

)%&$*&

"

!%"

&

#

JR!

;Q$

6

;

"

!

-

;

"&"

"

!$"

&

#

JR!

;Q$

_

;

"

!

-

;

{
",

(R

,

C

!

#

^ )"

^

'

=!F&

#

&

#

"̂&"F

"

)%&$*&

#

!%"

'

#

JR!

;Q$

6

;

#

!

-

;

"&"

#

!$"

'

#

JR!

;Q$

_

;

#

!

-

;

"

{
P

引理 ?>若式 !$"满足条件 !m

$

"% !m

!

"&且

满足+

$"

"

!F"&

#

!F"分别是式!$"的下%上解,

!" =!F&-&T" 在 {"Q !F&-&T"

"

)%&$* Z@

!

+

{U0+

"

!F"&

#

!F}"

&

-

& {U?,

"

!F"&

#

!F}" 上关于

-严格递减P

则对任意F

"

)%&$*&有
"

!F"

& #

!F"P

证明"假设结论不成立&那么必存在F

%

"

)%&$*&

使得
"

!F

%

" R

#

!F

%

"

5

U?,

F

"

)%&$

(
*

"

!F" R

#

!F )" ]%P

$" 情形 $&当F

%

"

!%&$" 时&

因F

%

是极值点&有
"

!̂F

%

" R

#

!̂F

%

" Q%P由条

件 !" 及上下解的定义知

("

,

C

!

"

^ )"

^

!F

%

" (R

,

C

!

#

^ )"

^

!F

%

"

'

(R=F

%

&

"

!F

%

"&

"

!̂F

%

)" (S=F

%

&

#

!F

%

"&

#

!̂F

%

)" Q

" (=F

%

&

#

!F

%

"&

"

!̂F

%

)" (R=F

%

&

"

!F

%

"&

"

!̂F

%

)" ]%P

于是有

("

,

C

!

"

^ )"

^

!F

%

" (R

,

C

!

#

^ )"

^

!F

%

" Q

" @0U

F

$

F

%

, (
C

"

!̂F )" R

, (
C

"

!̂F

%

)"

FRF

%

R

" @0U

F

$

F

%

, (
C

#

!̂F )" R

, (
C

#

!̂F

%

)"

FRF

%

Q

" @0U

F

$

F

%

, (
C

"

!̂F )" R

, (
C

#

!̂F )"

FRF

%

]%&

由极限的局部保号性&在F

%

的右邻域+

%

S

!F

%

" 和左邻

域+

%

R

!F

%

" 内必有

, (
C

"

!̂F )" ]

, (
C

#

!̂F )" &"F

"

+

%

S

!F

%

",

, (
C

"

!̂F )" X

, (
C

#

!̂F )" &"F

"

+

%

R

!F

%

"P

利用
,

C

的递增性得到

"

!̂F" ]

#

!̂F"&F

"

+

%

S

!F

%

",

"

!̂F" X

#

!̂F"&F

"

+

%

R

!F

%

"P

故F

%

是
"

!F" R

#

!F"的极小值点&与
"

!F

%

" R

#

!F

%

"的

定义矛盾3

!" 情形 !&当F

%

Q% 时P

此时有
"

!%" R

#

!%"

5

U?,

F

"

)%&$

(
*

"

!F" R

#

!F)" ]%P

注意到

"

!%" R

#

!%"

&

#

JR!

;Q$

6

;

"

!

-

;

" R

#

JR!

;Q$

6

;

#

!

-

;

" Q

#

JR!

;Q$

6 (
;

"

!

-

;

" R

#

!

-

;

)"

&

#

JR!

;Q$

6 (
;

"

!%" R

#

!% )" P

(于是 $ R

#

JR!

;Q$

6 ) (
;

"

!%" R

#

!% )"

&

%& 由此得

"

!%" R

#

!%"

&

%&矛盾3

9" 情形 9&当F

%

Q$ 时P

此时有
"

!$" R

#

!$"

5

U?,

F

"

)%&$

(
*

"

!F" R

#

!F)" ]%&

类似于情形 ! 可导出矛盾P

综上所述&对F

"

)%&$*&必有
"

!F"

& #

!F"P

定义 A>设A是)%&$* Z@

!的一个子集&称=!F&

-&T" 满足m条件&若存在连续函数 4+)%& S

<

"

$

!%& S

<

" 使得对!F&-&T"

"

A有

=!F&-&T"

& ( )4 T̀̀ 且
1

S

<

%

N

CR$

4!N"

*NQS

<

P

引理A>若 4+)%& S

<

"

$

!%& S

<

" 是连续函

数&

(
那么

,

C

!-^ )"

^ ( )Q-4 -^ &"F

"

)%&$*,

-!%" Q%&"-!$" Q

{
%

!!"

只有平凡解P

证明"假设 -

%

!F" 是式!!" 的非平凡解&那么必

存在F

%

"

!%&$"&使得 -

%

!F

%

" ]%或者 -

%

!F

%

" X%P

不妨假设 -

%

!F

%

" ] %& 且不访设 -

%

!F

%

"

5

U?,

F

"

)%&$*

-

%

!F" ]%P因F

%

是极值点&有 -^

%

!F

%

" Q%P

(
由于

,

C

!-^

%

)" !̂F

%

" Q-

%

!F

%

" (4 -^

%

!F

%

)" ]%&

于是有

@0U

F

$

F

%

, (
C

-^

%

!F)" R

, (
C

-^

%

!F

%

)"

FRF

%

(Q

,

C

!-^

%

)" !̂F

%

" ]%&

注意到
, (

C

-^

%

!F

%

)" Q%&根据极限的局部保号性可

得
, (

C

-^

%

!F )" ]%&"F

"

+

%

S

!F

%

",

, (
C

-^

%

!F )" X%&

F

"

+

%

R

!F

%

"P

由
,

C

的递增性知 -^

%

!F" ]%&F

"

+

%

S

!F

%

",

-^

%

!F" X%&F

"

+

%

R

!F

%

"P

这表明F

%

是 -

%

!F"的极小值点&与 -

%

!F

%

"的定义

矛盾3故式!!"只有平凡解&

引理 B >设式 !$"满足条件 !m

!

"&且
)

!F"&

.

!F"+)%&$*

$

@都是连续函数&对所有F

"

)%&$*

有
)

!F"

& .

!F"&且对式!$" 的每一个解 -!F" 都有

:%5

仓曰华&等&二阶 =6>?=@?40?+方程多点边值问题正解的存在性与拟线性迭代&

BENEn/3J/?&32?@&H,0123+43?+* W/?10@0+3?)023)?20(+ (T=(1020X31(@/20(+1T()134(+* ()*3)U/@206=(0+2-(/+*?)VX?@/3=)(-@3U1'02J =6>?=@?40?+ (=3)?2()&



)

!F"

&

-!F"

& .

!F"&令

{AQ !F&-&T"

"

)%&$* Z@

!

+

)

!F"

&

-!F"

&.

!F}" &

若=!F&-&T" 在 A上满足 m条件&则存在一个常数

$]%!$仅与
)

!F"&

.

!F"&4!F" 有关"&使得对 F

"

)%&$* 有 - !̂F"

&

$P

证明"由定义 !&存在一个常数$]%!$仅与

)

!F"&

.

!F"&4!F" 有关"&使得

1

$

%

N

CR$

4!N"

*N]!CR$ (" U?,

F

"

)%&$*

.

!F" RU0+

F

"

)%&$*

)

!F)" P !9"

下面证明对任意F

"

)%&$* 有 - !̂F"

&

$P

若上述结论不成立&则存在 F

!

"

)%&$* 使得

- !̂F

!

" ]$P于是存在F

$

&F

!

"

!%&$"&F

$

XF

!

X

F

!

或F

!

XF

$

XF

!

&使得下面 : 种情形之一成立+

$" 情形 $&% X- !̂F" X$&F

"

!F

$

&F

!

"且 - !̂F

$

"

Q%&- !̂F

!

" Q$,

!" 情形 !&% X- !̂F" X$&F

"

!F

$

&F

!

"且 - !̂F

$

"

Q$&- !̂F

!

" Q%,

9" 情形 9& R$ X- !̂F" X%&F

"

!F

$

&F

!

" 且

- !̂F

$

" Q%&- !̂F

!

" QR$,

:" 情形 :& R$ X- !̂F" X%&F

"

!F

$

&F

!

" 且

- !̂F

$

" QR$&- !̂F

!

" Q%P

只考虑情形 $&其他情形类似可证&

(

由于

,

C

!-^)"

^

- Q̂ =!F&-&- "̂ -^

& ( )4 -^ - &̂

故两边同时对F求积分得

1

F

!

F

(
$

, (
C

- !̂F) )"

^

- !̂F"

(4 - !̂F)"

*FQ

1

F

!

F

( (
$

- !̂F)"

CR )$

^

- !̂F"

(4 - !̂F)"

*FQ

1

F

!

F

$

$

CR$

(
2

- !̂F )"

CR!

-a!F"2- !̂F"

(4 - !̂F )"

*FQ

$

CR$

1

F

!

F

(
$

- !̂F )"

CR$

-a!F"

(4 - !̂F )"

*FQ

$

CR$

1

F

!

F

(
$

- !̂F )"

CR$

(4 - !̂F )"

(* - !̂F )" Q

$

CR$

1

$

%

N

CR$

4!N"

*N

&

1

F

!

F

$

- !̂F"*FQ-!F

!

" R-!F

$

"

&

U?,

F

"

)%&$*

.

!F" RU0+

F

"

)%&$*

)

!F"&

所以

1

$

%

N

CR$

4!N"

*N

&

!CR$ (" U?,

F

"

)%&$*

.

!F" R U0+

F

"

)%&$*

)

!F )" &

与式!9"矛盾3故对任意F

"

)%&$*有 - !̂F"

&

$P

A>主要结果
G)0+40=?@O31/@21

""定理 ?>若式!$"满足!m

$

"%!m

!

"条件且满足+

$"

"

!F"&

#

!F" 分别是式!$" 的下%上解&且对任

意F

"

)%&$*&有
"

!F"

& #

!F",

!" =!F&-&T" 在

{"Q !F&-&T"

"

)%&$* Z@

!

+

"

!F"

&

-

& #

!F}"

上满足m条件&

则式!$"至少存在一个正解 -!F"

"

2

$

)%&$*&使

得对任意F

"

)%&$*&有
"

!F"

&

-!F"

& #

!F"P

证明"令

(b -!F )" Q

#

!F"&" -!F" ]

#

!F"&

-!F"&

"

!F"

&

-!F"

& #

!F"&

"

!F"& -!F" X

"

!F"

{
P

(
构造辅助方程

, (
C

- !̂F ) )"

^

S

$ (=F& (b -!F )" &- !̂F )"

[

Q

-!F" R

$ (b -!F) ]" (4 - !̂F )" &F

"

)%&$*& !:"

-!%" Q

$

$ S

[
$

(b -!% )" S

#

JR!

;Q$

6

;

(b -!

-

;

) ]" & !5"

-!$" Q

$

$ S

[
$

(b -!$ )" S

#

JR!

;Q$

_

;

(b -!

-

;

) ]" P!#"

其中
$"

)%&$*&4是满足定义!的连续函数P于是可

以选取一个常数@

%

]%&使得

R@

%

X

"

!F"

& #

!F" X@

%

& !8"

[" @

%

R

#

!F ]" 4!%" (R=F&

#

!F"& )% ]%& !7"

[" @

%

S

"

!F ]" 4!%" (S=F&

"

!F"& )% ]%P !;"

以下分 : 步进行证明

$" 证明式!:"%!5"%!#"的每一个解 -!F" 都满

足 -̀!F" X̀@

%

P

假设结论不成立&那么必存在F

%

"

)%&$*&使得

-!F

%

"

'

@

%

或 -!F

%

"

&

R@

%

P只要考虑 -!F

%

"

'

@

%

时

的情形&其他情形类似可证P不妨设

-!F

%

"

5

U?,

F

"

)%&$*

-!F"

'

@

%

]%P

#

情形 $&当F

%

"

!%&$" 时P

因F

%

是极值点&有 - !̂F

%

" Q%P当
$

Q% 时

(
&

,

C

!-^ )"

^

!F

%

" Q-!F

%

" (4 - !̂F

%

)" ]%,

当
$"

!%&$* 时&由式!7"

(
可得

,

C

!-^ )"

^

!F

%

" QR

$ (=F

%

& (b -!F

%

)" &- !̂F

%

)" S

5%5

学报+自然科学版&!%$%&!!#"+5%965%;

](/)+?@(TN?+ 0̂+LY+0X3)102V(TP+T()U?20(+ I403+43?+* F34J+(@(LV+N?2/)?@I403+43H*020(+&!%$%&!!#"+5%965%;



[ -!F
%

" R

$ (b -!F

%

) ]" (4 - !̂F

%

)" Q

R

$ (=F

%

&

#

!F

%

"& )% [S -!F

%

" R

$#

!F

%

]" 4!%"

'

{ [$

-!F

%

" R

#

!F

%

]" 4!%" (R=F

%

&

#

!F

%

"& ) }% ]%P

于是有

@0U

F

$

F

%

, (
C

- !̂F)" R

, (
C

- !̂F

%

)"

FRF

%

(Q

,

C

!-^)"

^

!F

%

" ]%P

根据极限的局部保号性得到

, (
C

- !̂F )" ]%&"F

"

+

%

S

!F

%

",

, (
C

- !̂F )" X%&"F

"

+

%

R

!F

%

"P

由
,

C

的递增性知

- !̂F" ]%&F

"

+

%

S

!F

%

",- !̂F" X%&F

"

+

%

R

!F

%

"P

这表明F

%

是 -!F" 的极小值点&与 -!F

%

" 的定义矛盾3
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情形 !&当F
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Q% 时P
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情形 9&当F
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此时有 -!$"

5
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F
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)%&$*

-!F"

'

@

%

]%&类似于情

形 ! 可导出矛盾P

综上所述&对任意F

"

)%&$*&必有 -!F" X@

%

P

!" 证明存在与
$

无关的常数 @

$

q%&使得式

!: "% ! 5 "% ! # " 的 每 一 个 解 -!F" 都 满
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令 {AQ !F&-&T"
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+ -!F"
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则

&

$

Q R

$(=F&b!-"& ) [T S - R
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由于=!F&-&T" 在A上满足m条件&

1

S

<

%

N

CR$

4

A

!N"

*NQ

1

S

<

%

N

CR$

!!@

%

S$"4!N"

*NQ

$

!!@

%

S$"

1

S

<

%

N

CR$

4!N"

*NQS

<

&

故&
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6

!#RY

$

"!

7&

"P利用>3)6

?V6I4J?/*3)度同伦不变性知
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类似于定理 $ 证明的情形 $ 可导出矛盾3
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此时有
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类似于情形 ! 可导出矛盾P

综上所述&对F

"

)%&$*&必有
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)%&$* Z@

!

+

"

!F"

&

-

& #

!F}"

上满足m条件&

9" =

--

!F&-&T" 存在且在)%&$* Z@

! 上连续&在"
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"

(
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考虑边值问题
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因此由引理 9 知存在常数2
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故
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因此
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