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受迫广义 ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程的孤子近似解

石兰芳１，２　周先春３

摘要

利用同伦映射方法和理论讨论了一

类受迫广义非线性ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程，在
适当的条件下，较简捷地得到孤波的任

意次精度的近似解．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　近３０ａ来，非线性科学得到了蓬勃发展，现已成为当代自然科学
的前沿学科．在非线性科学中，非线性波动方程的研究非常活跃．非
线性波动方程本身蕴涵着许多丰富的未被发现的复杂而奇妙的现

象，因而受到国际数学界和物理学界的充分重视．许多数学家、物理
学家为此做了大量的工作，发现孤立子理论中蕴藏着一系列行之有

效的构造显示精确解的有效方法，如齐次平衡法［１］、Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数
展开法［２］、混合指数法［３］、试探函数法［４］、双曲正切函数展开法［５］

等．然而能求出精确解的非线性波动方程毕竟是少数，人们不得不利
用近似求解的方法，先后发展了 Ａｄｏｍｉａｎ分解法［６］、Ｐａｄｓ逼近法［７］、

同伦分析法［８］来近似求解非线性波动方程．

１　受迫广义ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程和同伦映射
ＦｏｒｃｅｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄｈｏｍｏｔｏｐｉｃｍａｐｐｉｎｇ

　　本文在前人工作的基础上，考虑如下一类受迫广义 ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ
方程

ｕｔｔ－ｕｘｘ＋ｍ
２ｕ＋λｕ３ ＝ｆ（ｔ，ｘ，ｕ，ｕｘ，ｕｔ）， （１）

其中：ｍ，λ为常数，且λ＜０；而ｆ为受迫项，它是关于其变量在对应的
区域内为充分光滑的函数．

首先考虑与式（１）对应的无受迫项情形下的 ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ
方程［９］

ｕｔｔ－ｕｘｘ＋ｍ
２ｕ＋λｕ３ ＝０，　λ＜０． （２）

由文献［９］知，方程（２）有如下单孤子精确解：

珔ｕ（ｔ，ｘ）＝ ｍ
－槡 λ
ｔａｎｈ ｍ

２（β２－１槡 ）
（ｘ＋βｔ＋ｃ）． （３）

其中ｃ，β（β２＞１）为任意常数，它们可由ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程受迫的具体
条件来确定．

由于方程（１）还具有非零受迫项 ｆ（ｔ，ｘ，ｕ，ｕｘ，ｕｔ），它一般不能求
得显式解析精确解，为此，可以构造其近似解．

为了得到方程（１）的近似解析解，引入如下的一个同伦映射
Ｈ（ｕ，ｓ）：Ｒ×Ｉ→Ｒ［１０１１］　　　　



　　　Ｈ（ｕ，ｓ）＝Ｌ（ｕ）－Ｌ（ｖ）＋ｓ［Ｌ（ｖ）＋
　　　　　λｕ３－ｆ（ｔ，ｘ，ｕ，ｕｘ，ｕｔ）］， （４）
其中：Ｒ＝（－∞，＋∞）；Ｉ＝［０，１］；ｖ为方程（１）的初
始近似函数，它由后文的式子具体确定；而线性算子

Ｌ为
Ｌ（ｕ）＝ｕｔｔ－ｕｘｘ＋ｍ

２ｕ．
显然，由关系式（４），可知 Ｈ（ｕ，１）＝０与方程

（１）相同．故方程（１）的解ｕ（ｔ，ｘ）就是Ｈ（ｕ，ｓ）＝０的
解当ｓ→１的情形．

２　孤波解的近似式
Ｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｆｏｒｍｕｌａｏｆｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎ

　　令

ｕ＝∑
∞

ｉ＝０
ｕｉ（ｔ，ｘ）ｓ

ｉ， （５）

将式（５）代入Ｈ（ｕ，ｓ）＝０，比较方程 Ｈ（ｕ，ｓ）＝０关
于ｓ的同次幂的系数．由ｓ的零次幂的系数得

Ｌ（ｕ０）＝Ｌ（ｖ）， （６）
取ｖ为方程（２）的孤子精确解 珔ｕ，于是由式（３）、（６）
得到

ｕ０（ｔ，ｘ）＝
ｍ
－槡 λ
ｔａｎｈ ｍ

２（β２－１槡 ）
（ｘ＋βｔ＋ｃ）．（７）

在Ｈ（ｕ，ｓ）＝０中，取关于ｓ的一次幂的系数得

Ｌ（ｕ１）＝－Ｌ（ｖ）－λｕ
３
０ (＋ｆｔ，ｘ，ｕ０，（ｕ０）ｘ，（ｕ０ )） ，（８）

式（８）中 ｕ０由式（７）表示，由式（２）、（３）、（７），式
（８）可简化为

Ｌ（ｕ１）＝ｆ（ｔ，ｘ，ｕ０，（ｕ０）ｘ，（ｕ０）ｔ）， （９）
由式（７）、（９）并利用Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，可得

ｕ１（ｔ，ｘ）＝
１
２π∫

∞

－∞
［Ａ１ｃｏｓ ｍ２＋α槡

２ｔ＋

Ｂ１ｓｉｎ ｍ２＋α槡
２ｔ］ｅｘｐ（ｉαｘ）ｄα， （１０）

其中：

Ａ１ ＝
１

（ｍ２＋α２）
１
２
∫
ｔ

０
［ｃｏｓ ｍ２＋α槡

２τ］·

(ｆｔ，ｘ，ｕ０，（ｕ０）ｘ，（ｕ０） )τ ｄτ； （１１）

Ｂ１ ＝
－１

（ｍ２＋α２）
１
２
∫
ｔ

０
［ｓｉｎ ｍ２＋α槡

２τ］·

(ｆｔ，ｘ，ｕ０，（ｕ０）ｘ，（ｕ０） )τ ｄτ． （１２）

由式（４），比较Ｈ（ｕ，ｓ）＝０的ｓ的二次幂的系数
得

Ｌ（ｕ２）＝－３λｕ０
２ｕ１＋Ｆ（ｕ０，ｕ１）， （１３）

其中，ｕ０，ｕ１分别由式（７）、（１０）表示．而

Ｆ（ｕ０，ｕ１） [＝ 
 (ｓ (ｆｔ，ｘ，∑

∞

ｉ＝０
ｕｉｓ

ｉ

(

，

∑
∞

ｉ＝０
ｕｉｓ)ｉ ｘ (，∑

∞

ｉ＝０
ｕｉｓ)ｉ ) ]ｔ ｓ＝０

．

同样，不难得到方程（１３）的解为

ｕ２（ｔ，ｘ）＝
１
２π∫

∞

－∞
［Ａ２ｃｏｓ ｍ２＋α槡

２ｔ＋

Ｂ２ｓｉｎ ｍ２＋α槡
２ｔ］ｅｘｐ（ｉαｘ）ｄα， （１４）

其中：

Ａ２ ＝
１

（ｍ２＋α２）
１
２
∫
ｔ

０
［ｃｏｓ ｍ２＋α槡

２τ］·

［－３λｕ２０ｕ１＋Ｆ（ｕ０，ｕ１）］ｄτ； （１５）

Ｂ２ ＝
－１

（ｍ２＋α２）
１
２
∫
ｔ

０
［ｓｉｎ ｍ２＋α槡

２τ］·

［－３λｕ２０ｕ１＋Ｆ（ｕ０，ｕ１）］ｄτ． （１６）
于是由式（７）、（１０）、（１４），广义受迫 ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ
方程（１）孤子解的二次近似解ｕｈｏｍ为

ｕｈｏｍ（ｔ，ｘ）＝
ｍ
－槡 λ
ｔａｎｈ ｍ

２（β２－１槡 ）
（ｘ＋βｔ＋ｃ）＋

　　 １
２π∫

∞

－∞
［（Ａ１＋Ａ２）ｃｏｓ ｍ２＋α槡

２ｔ＋

　　（Ｂ１＋Ｂ２）ｓｉｎ ｍ２＋α槡
２ｔ］ｅｘｐ（ｉαｘ）ｄα． （１７）

其中：ｃ，β（β２＞１）为任意常数；Ａｉ，Ｂｉ（ｉ＝１，２）分别由
式（１１）、（１２）、（１５）、（１６）表示．

用同样的方法比较关系式Ｈ（ｕ，ｓ）＝０关于ｓ的
更高次幂的系数，可得到受迫广义 ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方
程（１）的更高次扰动孤子近似解．

３　举例
Ｅｘａｍｐｌｅ

　　若受迫广义 ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程（１）中的受迫项
是微扰的，并设 ｆ＝εｕ７，其中 ε为正的小参数．这时
相应的微扰方程为

ｕｔｔ－ｕｘｘ＋ｍ
２ｕ＋λｕ３ ＝εｕ７，　０＜ε１．（１８）

由上述计算方法，不难得到受迫广义 ＫｌｅｉｎＧｏｒ
ｄｏｎ方程（１４）的孤子解ｕ（ｔ，ｘ，ε）关于ｓ的零次幂和
一次幂的系数分别为

ｕ０（ｔ，ｘ）＝
ｍ
－槡 λ
ｔａｎｈ ｍ

２（β２－１槡 ）
（ｘ＋βｔ＋ｃ）；（１９）

ｕ１（ｔ，ｘ）＝
ε
２π∫

∞

－∞
［Ａ１ｃｏｓ ｍ２＋α槡

２ｔ＋

Ｂ１ｓｉｎ ｍ２＋α槡
２ｔ］ｅｘｐ（ｉαｘ）ｄα． （２０）

其中：

９６
学报：自然科学版，２０１０，２（１）：６８７０

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１０，２（１）：６８７０



Ａ１ ＝
１

（ｍ２＋α２）
１
２
∫
ｔ

０
［ｕ７０ｃｏｓ ｍ２＋α槡

２τ］ｄτ；（２１）

Ｂ１ ＝
－１

（ｍ２＋α２）
１
２
∫
ｔ

０
［ｕ０

７ｓｉｎ ｍ２＋α槡
２τ］ｄτ；（２２）

ｕ０（ｔ，ｘ）由关系式（１９）表示．
于是由式（１９）、（２０）可得受迫广义 ＫｌｅｉｎＧｏｒ

ｄｏｎ方程（１８）的孤子解的一次近似ｕ１ｈｏｍ（ｔ，ｘ，ε）为

ｕ１ｈｏｍ（ｔ，ｘ，ε）＝
ｍ
－槡 λ
ｔａｎｈ ｍ

２（β２－１槡 ）
（ｘ＋βｔ＋ｃ）＋

　　 ε
２π∫

∞

－∞
［Ａ１ｃｏｓ ｍ２＋α槡

２ｔ＋Ｂ１ｓｉｎ ｍ２＋α槡
２ｔ］·

　　ｅｘｐ（ｉαｘ）ｄα，　０＜ε１． （２３）
其中，Ａ１、Ｂ１由式（２１）、（２２）表示．还可由相同的方
法得到微扰方程（１８）的扰动孤子解 ｕ（ｔ，ｘ，ε）的更
高次近似．

４　结论
Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

　　由上述分析求解过程可看出，同伦映射方法是
一个近似的解析方法，它不同于一般的数值解法．用
同伦映射方法求得的解还可以继续进行解析运算，

从而可以求得精度较高的非线性问题的解；同时同

伦映射方法也不同于一般的摄动展开法，摄动展开

法的有效性过分依赖于小参数，而同伦映射方法并

无此限制．
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