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不确定时变时滞系统的鲁棒最优 Ｈ∞控制

杨瑞珍１　包俊东１

摘要

针对一类参数不确定时变时滞线性

系统，研究了鲁棒最优Ｈ∞控制器的设计
问题．首先利用积分不等式和引入自由
权矩阵的方法，得到了系统稳定及Ｈ∞反
馈控制器存在的充分条件；然后将其转

化为线性矩阵不等式（ＬＭＩ）表示，通过
线性矩阵不等式的可行解构造控制器，

保证了闭环系统渐近稳定且满足一定的

Ｈ∞干扰抑制水平，得到的稳定化条件是
依赖时滞大小且不要求时滞函数的导数

信息，即适用于时滞快速变化的系统．算
例表明了该方法的可行性．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　在实际应用中，往往要求控制系统具备稳定性且满足相应的性
能指标，而影响系统稳定的最主要因素包括时滞和不确定性．关于不
确定时滞系统的研究，已取得了很多有意义的结论［１３］．文献［４］讨论
了一类含有不确定参数的多时滞线性系统的鲁棒 Ｈ∞控制问题，分别
给出了全维鲁棒Ｈ∞动态输出反馈控制器和静态状态反馈控制器的
设计．文献［５］使用ＬＭＩ方法研究了一类不确定时滞系统的鲁棒 Ｈ∞
反馈控制器的分析与设计．然而上述关于时变时滞系统的鲁棒 Ｈ∞控
制的研究都是基于时滞函数导数存在，且满足一给定的上界，而对于

时滞函数非光滑或导数界不存在的系统却不适用，但在一些实际系

统中是很难确定时滞导数存在与否或其上界的．文献［６］研究了一类
不确定时变时滞系统的鲁棒非脆弱 Ｈ∞控制，给出了具有 Ｈ∞干扰抑
制的非脆弱控制器的设计方法，此方法不要求时滞函数的导数信息，

因此快时滞也适用．
本文主要针对一类状态和控制输入同时存在不确定性且同时具

有时变时滞的系统，通过定义新的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，使用文献［６］的
ＬＭＩ方法研究其最优Ｈ∞反馈控制器的分析与设计，给出具有Ｈ∞干扰
抑制的Ｈ∞控制器存在的一个充分条件，并转化成易于利用 Ｍａｔｌａｂ求
解的线性矩阵不等式．此方法只要时滞函数上方有界，不用考虑时滞
函数的导数信息，给设计过程带来方便也可扩大适用范围．

１　问题描述
Ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ

　　考虑如下不确定时变时滞系统

ｘ（ｔ）＝（Ａ０＋ΔＡ０）ｘ（ｔ）＋（Ａ１＋ΔＡ１）ｘ（ｔ－ｄ１（ｔ））＋

　　（Ｂ０＋ΔＢ０）ｕ（ｔ）＋（Ｂ１＋ΔＢ１）ｕ（ｔ－ｄ２（ｔ））＋Ｄ０ω（ｔ），

ｚ（ｔ）＝Ｃｘ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ）＋Ｄω（ｔ），
ｙ（ｔ）＝Ｃ１ｘ（ｔ）＋Ｄ１ω（ｔ），

ｘ（ｔ）＝φ（ｔ），　ｔ∈［－ｍａｘ（ｄ１，ｄ２），０］













．

（１）

其中：ｘ（ｔ）∈Ｒｎ是系统的状态向量；ｕ（ｔ）∈Ｒｍ是控制输入向量；
ω（ｔ）∈Ｒｒ为干扰输入，且ω（ｔ）∈Ｌ２［０，＋∞）；ｚ（ｔ）∈Ｒ

ｑ为控制输出



　　　　向量；ｙ（ｔ）∈Ｒｌ为测量输出向量；时滞 ｄｉ（ｔ）（ｉ＝１，
２）是任意的有界函数，且满足 ０＜ｄｉ（ｔ）≤ｄｉ＜∞
（ｉ＝１，２）；Ａ０，Ａ１，Ｂ０，Ｂ１，Ｄ０，Ｃ，Ｂ，Ｄ，Ｃ１和 Ｄ１是已
知具有适当维数的定常矩阵；φ（ｔ）∈Ｃ［－ｍａｘ（ｄｉ，
ｄ２），０］为向量值初始函数．假定（Ａ０，Ｂ０，Ｃ１）是能稳
能检测的，ΔＡ０，ΔＡ１，ΔＢ０，ΔＢ１分别为不确定时变
矩阵．

假定参数不确定性满足匹配和范数有界条件，

且满足

［ΔＡ０ ΔＢ０ ΔＡ１ ΔＢ１］＝
［ΔＡ０（ｔ）ΔＢ０（ｔ）ΔＡ１（ｔ）ΔＢ１（ｔ）］＝

ＨＦ（ｔ）（Ｅ１ Ｅ２ Ｅ３ Ｅ４）．　 （２）
其中：Ｈ，Ｅ１，Ｅ２，Ｅ３，Ｅ４是已知具有适当维数的定常
矩阵；Ｆ（ｔ）∈Ｒｉ×ｊ是一个具有 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ可测元的不
确定矩阵且满足

ＦＴ（ｔ）Ｆ（ｔ）≤Ｉ． （３）
本文的目的是对于给定的常数 γ，设计无记忆

状态反馈控制律

ｕ（ｔ）＝Ｋｘ（ｔ）． （４）
其中Ｋ∈Ｒｍ×ｎ是一个常数矩阵，使得式（１）对所有允
许的不确定性，所导出的闭环系统

ｘ（ｔ）＝珚Ａｘ（ｔ）＋珚Ａ１ｘ（ｔ－ｄ１（ｔ））＋

　　珚Ｂ１ｘ（ｔ－ｄ２（ｔ））＋Ｄ０ω（ｔ），

ｚ（ｔ）＝（Ｃ＋ＢＫ）ｘ（ｔ）＋Ｄω（ｔ
{

）

（５）

具有Ｈ∞性能γ，其中：
珚Ａ＝Ａ０＋ΔＡ０＋（Ｂ０＋ΔＢ０）Ｋ；
珚Ａ１ ＝Ａ１＋ΔＡ１；　珚Ｂ１ ＝Ｂ１＋ΔＢ１．

则控制律（４）称为时滞系统（１）的一个 γ次优状态
反馈Ｈ∞控制律．

引理１［１］　对任意常数矩阵 Ｎ＞０和常数 σ＞
０，向量函数ｘ（ｔ）：［０，σ］→Ｒｎ可积，则有下面的不
等式成立

[　　　 ∫
ｔ

ｔ－σ
ｘ（ｓ）ｄ ]ｓ Ｔ [Ｎ∫

ｔ

ｔ－σ
ｘ（ｓ）ｄ ]ｓ ≤

　　　　　σ∫
ｔ

ｔ－σ
ｘＴ（ｓ）Ｎｘ（ｓ）ｄｓ．

引理２［７］　对给定的对称矩阵Ｓ＝
Ｓ１１ Ｓ１２
ＳＴ１２ Ｓ[ ]

２２

，

其中Ｓ１１∈Ｒ
ｒ×ｒ，以下３个条件等价：

１）Ｓ＜０；
２）Ｓ１１＜０，Ｓ２２－Ｓ

Ｔ
１２Ｓ

－１
１１Ｓ１２＜０；

３）Ｓ２２＜０，Ｓ１１－Ｓ１２Ｓ
－１
２２Ｓ

Ｔ
１２＜０．

引理３［８］　对任意满足 ＦＴＦ≤Ｉ的适当维数矩
阵Ｆ以及适当维数矩阵 Ｍ＝ＭＴ，Ｓ和 Ｎ，下面２式

等价：

１）Ｍ＋ＳＦＮ＋ＮＴＦＳ＜０；

２）存在ρ＜０，使得
Ｍ ρＳ ＮＴ

ρＳＴ －ρＩ ０
Ｎ ０ －ρ









Ｉ
＜０．

本文中“”代表一个对称矩阵主对角线下方的
元素，矩阵Ｘ＞０（Ｘ＜０）意指矩阵Ｘ为正定（负定）．

２　主要结论
Ｍａｉｎｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　　定理１　对于闭环系统式（５），若存在矩阵 Ｐ＞
０，Ｑ＞０，Ｒ＞０，Ｍ＞０以及矩阵Ｋ和常数γ＞０，使得
下面的矩阵不等式成立

Ｎ１ Ｐ珔Ａ１＋ＱＰ珔Ｂ１＋Ｒ珔Ａ
ＴＭ ＰＤ０ （Ｃ＋ＢＫ）

Ｔ

 －Ｑ ０ 珔ＡＴ１Ｍ ０ ０

  －Ｒ 珔ＢＴ１Ｍ ０ ０

   Ｎ２ ＭＤ０ ０

    －γＩ ＤＴ

     －γ



















Ι

＜０．

（６）

其中：

Ｎ１ ＝珚Ａ
ＴＰ＋Ｐ珚Ａ－Ｑ－Ｒ；

Ｎ２ ＝ｄ
２
１Ｑ＋ｄ

２
２Ｒ－２Ｍ．

那么存在状态反馈控制器式（４），使得系统是渐近稳
定的，且满足Ｈ∞性能指标，即 ｚ ２＜γ ω ２．

证明　先来讨论系统（５）的镇定问题．构造如下
Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函

Ｖ（ｘ，ｔ）＝Ｖ１（ｘ，ｔ）＋Ｖ２（ｘ，ｔ）＋Ｖ３（ｘ，ｔ）．（７）
其中：

Ｖ１（ｘ，ｔ）＝ｘ
Ｔ（ｔ）Ｐｘ（ｔ）；

Ｖ２（ｘ，ｔ）＝ｄ１∫
１

ｔ－ｄ１
（ｓ－ｔ＋ｄ１）ｘ

Ｔ（ｓ）Ｑｘ（ｓ）ｄｓ；

Ｖ３（ｘ，ｔ）＝ｄ２∫
１

ｔ－ｄ２
（ｓ－ｔ＋ｄ２）ｘ

Ｔ（ｓ）Ｒｘ（ｓ）ｄｓ．

Ｖ（ｘ，ｔ）沿闭环系统（５）的任意轨线，它对时间的
导数

Ｖ（ｘ，ｔ）
（５）
＝Ｖ１（ｘ，ｔ）＋Ｖ２（ｘ，ｔ）＋Ｖ３（ｘ，ｔ），（８）

Ｖ１（ｘ，ｔ） （５）
＝ｘＴ（ｔ）Ｐｘ（ｔ）＋ｘＴ（ｔ）Ｐｘ（ｔ）＝

　　ｘＴ（ｔ）珚ＡＴＰｘ（ｔ）＋ｘＴ（ｔ）Ｐ珚Ａｘ（ｔ）＋
　　ｘＴ（ｔ－ｄ１（ｔ））珔Ａ

Ｔ
１Ｐｘ（ｔ）＋ｘ

Ｔ（ｔ）Ｐ珔Ａ１ｘ（ｔ－ｄ１（ｔ））＋
　　ｘＴ（ｔ－ｄ２（ｔ））珔Ｂ

Ｔ
１Ｐｘ（ｔ）＋ｘ

Ｔ（ｔ）Ｐ珔Ｂ１ｘ（ｔ－ｄ２（ｔ））＋
　　ωＴ（ｔ）ＤＴ０Ｐｘ（ｔ）＋ｘ

Ｔ（ｔ）ＰＤ０ω（ｔ）． （９）
由０＜ｄｉ（ｔ）≤ｄｉ＜∞（ｉ＝１，２）及引理１有

３６
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Ｖ２（ｘ，ｔ） （５）
＝

ｄ２１ｘ
Ｔ（ｔ）Ｑｘ（ｔ）－ｄ１∫

ｔ

ｔ－ｄ１

ｘＴ（ｓ）Ｑｘ（ｓ）ｄｓ≤

ｄ２１ｘ
Ｔ（ｔ）Ｑｘ（ｔ）－ｄ１∫

ｔ

ｔ－ｄ１（ｔ）
ｘＴ（ｓ）Ｑｘ（ｓ）ｄｓ≤

ｄ２１ｘ
Ｔ（ｔ）Ｑｘ（ｔ）(－∫

ｔ

ｔ－ｄ１（ｔ）
ｘＴ（ｓ）ｄ )ｓ (Ｑ∫

ｔ

ｔ－ｄ１（ｔ）
ｘ（ｓ）ｄ )ｓ＝

ｄ２１ｘ
Ｔ（ｔ）Ｑｘ（ｔ）－ｘＴ（ｔ）Ｑｘ（ｔ）－　

ｘＴ（ｔ－ｄ１（ｔ））Ｑｘ（ｔ－ｄ１（ｔ））＋　
ｘＴ（ｔ）Ｑｘ（ｔ－ｄ１（ｔ））＋ｘ

Ｔ（ｔ－ｄ１（ｔ））Ｑｘ（ｔ），　　（１０）
Ｖ３（ｘ，ｔ） （５）

＝

ｄ２２ｘ
Ｔ（ｔ）Ｑｘ（ｔ）－ｄ２∫

ｔ

ｔ－ｄ２

ｘＴ（ｓ）Ｒｘ（ｓ）ｄｓ≤

ｄ２２ｘ
Ｔ（ｔ）Ｒｘ（ｔ）－ｄ２∫

ｔ

ｔ－ｄ２（ｔ）
ｘＴ（ｓ）Ｒｘ（ｓ）ｄｓ≤

ｄ２２ｘ
Ｔ（ｔ）Ｒｘ（ｔ）(－∫

ｔ

ｔ－ｄ２（ｔ）
ｘＴ（ｓ）ｄ)ｓ (Ｒ∫

ｔ

ｔ－ｄ２（ｔ）
ｘ（ｓ）ｄ)ｓ＝

ｄ２２ｘ
Ｔ（ｔ）Ｒｘ（ｔ）－ｘＴ（ｔ）Ｒｘ（ｔ）－　

ｘＴ（ｔ－ｄ２（ｔ））Ｒｘ（ｔ－ｄ２（ｔ））＋　
ｘＴ（ｔ）Ｒｘ（ｔ－ｄ２（ｔ））＋ｘ

Ｔ（ｔ－ｄ２（ｔ））Ｒｘ（ｔ）．　　（１１）
由式（５），对任意Ｍ＞０，易知下面等式成立

０＝ｘＴ（ｔ） (Ｍ 珚Ａｘ（ｔ）＋珚Ａ１ｘ（ｔ－ｄ１（ｔ））＋

　　珚Ｂ１ｘ（ｔ－ｄ２（ｔ））＋Ｄ０ω（ｔ）－ｘ（ｔ )） ＋

(　　 珚Ａｘ（ｔ）＋珚Ａ１ｘ（ｔ－ｄ１（ｔ））＋珚Ｂ１ｘ（ｔ－ｄ２（ｔ））＋

　　Ｄ０ω（ｔ）－ｘ（ｔ )） Ｔ
Ｍｘ（ｔ）． （１２）

则

Ｖ（ｘ，ｔ）
（５）
＝Ｖ１（ｘ，ｔ） （５）

＋Ｖ２（ｘ，ｔ） （５）
＋Ｖ３（ｘ，ｔ） （５）

＋０≤

　　ｘＴ（ｔ）（珚ＡＴＰ＋Ｐ珚Ａ－Ｑ－Ｒ）ｘ（ｔ）＋
　　ｘＴ（ｔ）（Ｐ珚Ａ１＋Ｑ）ｘ（ｔ－ｄ１（ｔ））＋
　　ｘＴ（ｔ－ｄ１（ｔ））（Ｐ珚Ａ１＋Ｑ）

Ｔｘ（ｔ）＋
　　ｘＴ（ｔ）（Ｐ珚Ｂ１＋Ｒ）ｘ（ｔ－ｄ２（ｔ））＋
　　ｘＴ（ｔ－ｄ２（ｔ））（Ｐ珚Ｂ１＋Ｒ）

Ｔｘ（ｔ）－
　　ｘＴ（ｔ－ｄ１（ｔ））Ｑｘ（ｔ－ｄ１（ｔ））－
　　ｘＴ（ｔ－ｄ２（ｔ））Ｒｘ（ｔ－ｄ２（ｔ））＋
　　ｘＴ（ｔ）（ｄ２１Ｑ＋ｄ

２
２Ｒ－２Ｍ）ｘ（ｔ）＋

　　ｘＴ（ｔ）珚ＡＴＭｘ（ｔ）＋ｘＴ（ｔ）Ｍ珚Ａｘ（ｔ）＋
　　ｘＴ（ｔ－ｄ１（ｔ））珔Ａ

Ｔ
１Ｍｘ（ｔ）＋ｘ

Ｔ（ｔ）Ｍ珔Ａ１ｘ（ｔ－ｄ１（ｔ））＋
　　ｘＴ（ｔ－ｄ２（ｔ））珔Ｂ

Ｔ
１Ｍｘ（ｔ）＋ｘ

Ｔ（ｔ）Ｍ珔Ｂ１ｘ（ｔ－ｄ２（ｔ））＋
　　ωＴ（ｔ）ＤＴ０Ｍｘ（ｔ）＋ｘ

Ｔ（ｔ）ＭＤ０ω（ｔ）＋ω
Ｔ（ｔ）ＤＴ０Ｐｘ（ｔ）＋

　　ｘＴ（ｔ）ＰＤ０ω（ｔ）． （１３）
令

ξ（ｔ）＝（ｘＴ（ｔ），ｘＴ（ｔ－ｄ１（ｔ）），ｘ
Ｔ（ｔ－ｄ２（ｔ）），ｘ

Ｔ（ｔ））Ｔ

则当ω（ｔ）＝０时，

Ｖ（ｘ，ｔ）
（５）
≤ξＴ（ｔ）

Ｎ１ Ｐ珚Ａ１＋Ｑ Ｐ珚Ｂ１＋Ｒ 珚ＡＴＭ

 －Ｑ ０ 珚ＡＴ１Ｍ

  －Ｒ 珚ＢＴ１Ｍ

   Ｎ















２

ξ（ｔ），

（１４）

再结合定理条件式（６）成立时，
Ｖ（ｘ，ｔ）

（５）
＜０（ω（ｔ）＝０），

则由Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性定理可知，闭环系统式（５）渐
近稳定．

下面考虑系统（５）的Ｈ∞问题．
在零初始条件下，考虑

　Ｊ＝∫
τ

(
０
γ－１ｚＴ（ｔ）ｚ（ｔ）－γωＴ（ｔ）ω（ｔ )） ｄｔ， （１５）

则对任意非零的外部扰动

ω（ｔ）∈Ｌ２［０，＋∞］，
利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函（７），可以导出

Ｊ＝∫
τ

(
０
γ－１ｚＴ（ｔ）ｚ（ｔ）－γωＴ（ｔ）ω（ｔ）＋Ｖ（ｘ，ｔ)）ｄｔ－Ｖ（ｘ，τ）≤

　∫
τ

(
０
γ－１ｚＴ（ｔ）ｚ（ｔ）－γωＴ（ｔ）ω（ｔ）＋Ｖ（ｘ，ｔ)） ｄｔ，（１６）

记

ζ（ｔ） (＝ ｘＴ（ｔ），ｘＴ（ｔ－ｄ１（ｔ），ｘ
Ｔ（ｔ－ｄ２（ｔ）），ｘ

Ｔ（ｔ），ωＴ（ｔ)） Ｔ
．

由式（１３）可知

Ｖ（ｘ，ｔ）≤ζＴ（ｔ）

Ｎ１ Ｐ珚Ａ１＋Ｑ Ｐ珚Ｂ１＋Ｒ珚Ａ
ＴＭ ＰＤ０

 －Ｑ ０ 珚ＡＴ１Ｍ ０

  －Ｒ 珚ＢＴ１Ｍ ０

   Ｎ２ ＭＤ０
   















０

ζ（ｔ），

（１７）
又

γ－１ｚＴ（ｔ）ｚ（ｔ）－γωＴ（ｔ）ω（ｔ）＝

γ－１ｘＴ（ｔ）ＷＴＷｘ（ｔ）＋　

γ－１ｘＴ（ｔ）ＷＴＤω（ｔ）＋　

γ－１ωＴ（ｔ）ＤＴＷｘ（ｔ）＋　

γ－１ωＴ（ｔ）ＤＴＤω（ｔ）－γωＴ（ｔ）ω（ｔ）＝

ζＴ（ｔ）

γ－１ＷＴＷ ０ ０ ０ γ－１ＷＴＤ
 ０ ０ ０ ０
  ０ ０ ０
   ０ ０

    γ－１ＤＴＤ－γ















Ｉ

ζ（ｔ），

（１８）
其中：Ｗ＝Ｃ＋ＢＫ．
故
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ＹＡＮＧＲｕｉｚｈｅｎ，ｅｔａｌ．ＲｏｂｕｓｔＨ∞ ｏｐｔｉｍａｌｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｄｅｌａｙｓｙｓｔｅｍｓ．



Ｊ≤∫
τ

(
０
γ－１ｚＴ（ｔ）ｚ（ｔ）－γωＴ（ｔ）ω（ｔ）＋Ｖ（ｘ，ｔ)）ｄｔ＝∫

τ

０
ζＴ（ｔ）·

Ｎ１＋γ
－１ＷＴＷ Ｇ１ Ｇ２ 珚ＡＴＭ ＰＤ０＋γ

－１ＷＴＤ

 －Ｑ ０ 珚ＡＴ１Ｍ ０

  －Ｒ 珚ＢＴ１Ｍ ０

   Ｎ２ ＭＤ０
    γ－１ＤＴＤ－γ















Ｉ

ζ（ｔ）ｄｔ．

（１９）
其中：

Ｗ＝Ｃ＋ＢＫ；　Ｇ１＝Ｐ珚Ａ１＋Ｑ；　Ｇ２＝Ｐ珚Ｂ１＋Ｒ；
Ｎ１＝珚Ａ

ＴＰ＋Ｐ珚Ａ－Ｑ－Ｒ；
Ｎ２＝ｄ

２
１Ｑ＋ｄ

２
２Ｒ－２Ｍ．

由引理２（Ｓｃｈｕｒ补），矩阵不等式（６）等价于
Ｎ１＋γ

－１ＷＴＷ Ｇ１ Ｇ２ 珚ＡＴＭ ＰＤ０＋γ
－１ＷＴＤ

 －Ｑ ０ 珚ＡＴ１Ｍ ０

  －Ｒ 珚ＢＴ１Ｍ ０

   Ｎ２ ＭＤ０
    γ－１ＤＴＤ－γ















Ｉ

＜０，

（２０）
其中：

Ｗ＝Ｃ＋ＢＫ；　Ｇ１＝Ｐ珚Ａ１＋Ｑ；　Ｇ２＝Ｐ珚Ｂ１＋Ｒ．
所以

∫
τ

０
ｚＴ（ｔ）ｚ（ｔ）ｄｔ≤

γ２∫
τ

０
ωＴ（ｔ）ω（ｔ）ｄｔ≤

γ２∫
∞

０
ωＴ（ｔ）ω（ｔ）ｄｔ　

对所有的τ都成立．定理得证．
定理２　对于闭环系统式（５）和给定γ＞０，若存

在矩阵Ｘ＞０，Ｑ１＞０，Ｒ１＞０以及矩阵 Ｙ和常数 ρ＞
０，使得下面的线性矩阵不等式成立
Ｎ３ Ｇ３ Ｇ４ Ｎ４ Ｄ０ Ｎ５ ρＨ Ｎ６
 －Ｑ１ ０ ＸＡＴ１ ０ ０ ０ ＸＥＴ３
  －Ｒ１ Ｙ

ＴＢＴ１ ０ ０ ０ ＹＴＥＴ４
   Ｎ７ Ｄ０ ０ ρＨ ０

    －γＩ ＤＴ ０ ０
     －γＩ ０ ０
      －ρＩ ０
       －ρ

























Ｉ

＜０．

（２１）
其中：

Ｎ３ ＝（Ａ０Ｘ＋Ｂ０Ｙ）
Ｔ＋（Ａ０Ｘ＋Ｂ０Ｙ）－Ｑ１－Ｒ１；

Ｎ４ ＝（Ａ０Ｘ＋Ｂ０Ｙ）
Ｔ；

Ｎ５ ＝（ＣＸ＋ＢＹ）
Ｔ；

Ｎ６ ＝（Ｅ１Ｘ＋Ｅ２Ｙ）
Ｔ；

Ｎ７ ＝ｄ
２
１ε
２Ｑ１＋ｄ

２
２ε
２Ｒ１－２εＸ；

Ｇ３ ＝Ａ１Ｘ＋Ｑ１；　Ｇ４ ＝Ｂ１Ｙ＋Ｒ１．
那么存在状态反馈控制器式（４），使得闭环系统式
（５）渐近稳定，且满足 Ｈ∞性能指标，并且反馈增益
矩阵为Ｋ＝ＹＸ－１

证明　若令

π＝

Ω Ｇ１ Ｇ５ Ｇ６
ＴＭ ＰＤ０ ＷＴ

 －Ｑ ０ ＡＴ１Ｍ ０ ０

  －Ｒ ＫＴＢＴ１Ｍ ０ ０

   Ｎ２ ＭＤ０ ０

    －γＩ ＤＴ

     －γ



















Ｉ

π１ [＝ ＨＴＰ　０　０　ＨＴＭ ]　０　０
Ｔ
，

π２ [＝ Ｅ１＋Ｅ２Ｋ　Ｅ３　Ｅ４Ｋ ]　０　０　０ ．

其中：

Ω ＝（Ａ０＋Ｂ０Ｋ）
ＴＰ＋Ｐ（Ａ０＋Ｂ０Ｋ）－Ｑ－Ｒ；

Ｇ１ ＝ＰＡ１＋Ｑ；　Ｇ５ ＝ＰＢ１Ｋ＋Ｒ；
Ｇ６ ＝Ａ０＋Ｂ０Ｋ；　Ｗ ＝Ｃ＋ＢＫ；
Ｎ２ ＝ｄ

２
１Ｑ＋ｄ

２
２Ｒ－２Ｍ．

则式（６）可表达为
π＋π１Ｆ（ｔ）π２＋π

Ｔ
２Ｆ
Ｔ（ｔ）πＴ１ ＜０． （２２）

由引理３，存在ρ＞０，使得

Ω Ｇ１ Ｇ５ Ｇ６
ＴＭ ＰＤ０ Ｗ

Ｔ ρＰＨ （Ｅ１＋Ｅ２Ｋ）
Ｔ

 －Ｑ ０ ＡＴ１Ｍ ０ ０ ０ ＥＴ３
  －ＲＫＢＴ１Ｍ ０ ０ ０ ＫＴＥＴ４
   Ｎ２ ＭＤ０ ０ ρＭＨ ０

    －γＩＤＴ ０ ０
     －γＩ ０ ０
      －ρＩ ０
       －ρ

























Ｉ

＜０，

（２３）
对式（２３）两端分别左乘和右乘矩阵

ｄｉａｇ｛Ｐ－１　Ｐ－１　Ｐ－１　Ｍ－１　Ｉ　Ｉ　Ｉ　Ｉ｝
并记

Ｘ＝Ｐ－１，　Ｙ＝ＫＰ－１，　Ｑ１ ＝Ｐ
－１ＱＰ－１，

Ｒ１ ＝Ｐ
－１ＲＰ－１，　Ｍ－１ ＝εＰ－１，

即可得到等价的矩阵不等式（２１）．
故存在状态反馈控制器式（４），使得闭环系统式

（５）渐近稳定，且满足 Ｈ∞性能指标，并且反馈增益
矩阵为Ｋ＝ＹＸ－１

以上定理中的矩阵不等式（２１）是一个关于 Ｘ，
Ｙ，Ｑ１，Ｒ１，ρ的线性矩阵不等式，可借助于 ＬＭＩ工具

５６
学报：自然科学版，２０１０，２（１）：６２６７

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１０，２（１）：６２６７



箱求解．
进一步，系统（１）基于无记忆的 γ次优状态反

馈Ｈ∞控制率存在条件（２１），通过建立和求解以下
的优化问题，ｓ．ｔ．
　ｍｉｎδ

　

Ｎ３ Ｇ３ Ｇ４ Ｎ４ Ｄ０ Ｎ５ ρＨ Ｎ６
 －Ｑ１ ０ ＸＡＴ１ ０ ０ ０ ＸＥＴ３
  －Ｒ１Ｙ

ＴＢＴ１ ０ ０ ０ ＹＴＥＴ４
   Ｎ７ Ｄ０ ０ ρＨ ０

    －δＩ ＤＴ ０ ０
     －δＩ ０ ０
      －ρＩ ０
       －ρ

























Ｉ

＜０

（２４）

的最优解得到系统（１）的最优Ｈ∞控制器．
式（２４）中：
Ｎ３ ＝（Ａ０Ｘ＋Ｂ０Ｙ）

Ｔ＋（Ａ０Ｘ＋Ｂ０Ｙ）－Ｑ１－Ｒ１；
Ｇ３ ＝Ａ１Ｘ＋Ｑ１；　Ｇ４ ＝Ｂ１Ｙ＋Ｒ１；

Ｎ４ ＝（Ａ０Ｘ＋Ｂ０Ｙ）
Ｔ；

Ｎ５ ＝（ＣＸ＋ＢＹ）
Ｔ；

Ｎ６ ＝（Ｅ１Ｘ＋Ｅ２Ｙ）
Ｔ；

Ｎ７ ＝ｄ
２
１ε
２Ｑ１＋ｄ

２
２ε
２Ｒ１－２εＸ；

Ｘ＞０；　Ｑ１ ＞０；　Ｒ１ ＞０；　ρ＞０．

３　算例
Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｘａｍｐｌｅｓ

　　考虑下面的时滞系统
ｘ（ｔ）＝（Ａ０＋ΔＡ０）ｘ（ｔ）＋（Ａ１＋ΔＡ１）ｘ（ｔ－ｄ１（ｔ））＋

　　（Ｂ０＋ΔＢ０）ｕ（ｔ）＋（Ｂ１＋ΔＢ１）ｕ（ｔ－ｄ２（ｔ））＋

　　Ｄ０ω（ｔ），

ｚ（ｔ）＝Ｃｘ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ）＋Ｄω（ｔ），
ｙ（ｔ）＝Ｃ１ｘ（ｔ）＋Ｄ１ω（ｔ），

ｘ（ｔ）＝φ（ｔ），　ｔ∈［－ｍａｘ（ｄ１，ｄ２），０］















．
其中：滞后时间

ｄ１（ｔ）＝２＋０１ｓｉｎｔ，　ｄ２（ｔ）＝３＋０１ｃｏｓｔ，
则ｄ１＝２１，ｄ２＝３１，取ε＝１，

Ａ０ ＝
０ 　１
１ －[ ]２，　Ｂ０ ＝[ ]０１，　Ａ１ ＝

０ ０[ ]０１ ０１
，

Ｂ１ ＝
０１[ ]０ ，　ΔＡ０ ＝

０１ｒ（ｔ） ０１ｒ（ｔ）[ ]０ ０
，

ΔＢ０ ＝
０

０１ｓ（ｔ[ ]
）
，　ΔＡ１ ＝

０１ｖ（ｔ） ０１ｖ（ｔ）[ ]０ ０
，

ΔＢ１ ＝
０

０１ｐ（ｔ[ ]
）
，　Ｄ０ ＝[ ]１０，

Ｃ＝ １ ０[ ]０ １
，　Ｂ＝[ ]０１，　Ｄ＝[ ]００，

ｒ（ｔ） ， ｓ（ｔ） ， ｖ（ｔ） ， ｐ（ｔ） ≤０１．
定义

Ｈ ＝０１１ ０ １ ０[ ]０ １ ０ １
，　Ｅ＝０１

１ １
０ ０
０ ０











０ ０

，

Ｅ２ ＝０１













０
１
０
０

，　Ｅ３ ＝０１

０ ０
０ ０
１ １











０ ０

，　Ｅ４ ＝０１













０
０
０
１

，

Ｆ＝１０×ｄｉａｇ｛ｒ（ｔ），ｓ（ｔ），ｖ（ｔ），ｐ（ｔ）｝
则参数不确定性满足（２）与（３），解式（２４）可得

Ｘ＝ 　０７３０２ －０７３０８
－[ ]０７３０８ 　１５６３７

，

Ｙ [＝ － ]１１４５１　０４６５３ ，　δ＝５３７２１，

得到系统（１）最优状态反馈Ｈ∞控制律的增益矩阵
Ｋ＝ＹＸ－１ ＝［－２３８６５　 －０８１７８］，

相应最小的扰动抑制度为５３７２１．

４　结语
Ｃｏｎｃｌｕｄｉｎｇｒｅｍａｒｋｓ

　　本文研究了一类不确定时变时滞系统的 Ｈ∞反

馈控制，得到了具有 Ｈ∞干扰抑制的鲁棒最优 Ｈ∞控
制器存在的一个充分条件，并转化成易于利用 Ｍａｔ
ｌａｂ求解的线性矩阵不等式．此方法不用考虑时滞函
数的导数信息，给设计过程带来了方便也扩大了适

用范围．
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