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关于 Ｅｂｅｒｌｅｉｎ̌Ｓｍｕｌｉａｎ定理的注记
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摘要

基于对证明方法的分析，利用度量

化技巧与 Ｗｈｉｔｌｅｙ构造技术，给出 Ｅｂｅｒ
ｌｅｉｎ̌Ｓｍｕｌｉａｎ定理的一个细致简单的证
明．此证明不借助完备性，因此不影响定
理的实质；仅用到 ＢａｎａｃｈＡｌａｏｇｌｕ定理与
ＨａｈｎＢａｎａｃｈ定理，因此容易被初学者
理解．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　紧性是一个拓扑性质，也是泛函分析空间理论所讨论的对象之
一．在拓扑空间Ｘ中，子集Ａ有下列４种主要的紧性：

若Ａ的每个开覆盖存在有限子覆盖，则称Ａ为紧集；
若Ａ的每个可数开覆盖存在有限子覆盖，则称Ａ为可数紧集；
若Ａ的每个无限子集在Ａ中存在聚点，则称Ａ为聚点紧集；
若Ａ的每个序列都存在收敛的子序列收敛于 Ａ中的点，则称 Ａ

为自列紧集．
显然，紧蕴涵可数紧；自列紧蕴涵聚点紧．已知在具有Ｔ１分离性的

拓扑空间中，可数紧性等价于聚点紧性．由于泛函分析中涉及到的空间
大多是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ空间，故将聚点紧与可数紧不加区分，都称为可数紧．
已知在度量空间或在范数拓扑下，紧、可数紧、自列紧这３种紧性等价．

紧性概念在应用上十分重要，与最大值的可达性、最佳逼近的存

在性等有关．然而在无限维赋范空间中，闭单位球不是紧的．因此在
无限维赋范空间中，范数拓扑下的这种紧性失去应有作用，需要用较

弱的紧性来替代．
以下设Ｘ是赋范空间，Ｘ与Ｘ分别表示Ｘ的共轭空间（即Ｘ上

的连续线性泛函之集）与２次共轭空间，θ代表这些空间的原点，Ｚ＋

表示正整数集．Ｂ［Ｘ］与Ｓ（Ｘ）分别是Ｘ的原点闭单位球与单位球
面．Ｘ上的范数拓扑记为τＮ．按习惯，珔Ａ表示 Ｘ的子集 Ａ关于 τＮ的闭
包．Ｘ上除了范数拓扑外，可定义弱拓扑τ（Ｘ，Ｘ），它表示使Ｘ中元
在Ｘ上都连续的最弱的拓扑．Ｊ表示从 Ｘ到 Ｘ的自然嵌入算子，ＪＸ
可看成Ｘ的子空间．在 Ｘ上除了范数拓扑外，可定义弱拓扑 τ
（Ｘ，Ｘ），它表示使Ｘ中元（看成 Ｘ中元）在 Ｘ上都连续的最弱的
拓扑．记号τ（Ｘ，Ｘ）有同样含义，指Ｘ上的弱拓扑．

所谓弱紧性是指在弱拓扑 τ（Ｘ，Ｘ）下的紧性，而弱紧性是指
在弱拓扑 τ（Ｘ，Ｘ）下的紧性．著名的 ＢａｎａｃｈＡｌａｏｇｌｕ定理指出
Ｂ［Ｘ］是弱紧的，因而弱紧性与弱紧性在无限维赋范空间相关
问题的讨论中确实能发挥重要作用．

当Ｘ的维数无限时，弱拓扑τ（Ｘ，Ｘ）与弱拓扑τ（Ｘ，Ｘ）都是
不可度量化的．一个重要的理论问题是：弱紧、弱可数紧、弱自列紧是
否仍然等价？弱紧、弱可数紧、弱自列紧是否仍然等价？

文献［１］中的反例表明，弱紧、弱可数紧、弱自列紧是不等
价的．１９４０年与１９４７年，̌Ｓｍｕｌｉａｎ与Ｅｂｅｒｌｅｉｎ分别发现并证明弱紧、弱



　　　　可数紧、弱自列紧３者是等价的［１］，即有下述定理：

Ｅｂｅｒｌｅｉｎ̌Ｓｍｕｌｉａｎ定理　设 Ｘ是赋范空间，Ａ
Ｘ，则下列性质等价：

（ａ）Ａ是弱紧的；
（ｂ）Ａ是弱自列紧的；
（ｃ）Ａ是弱可数紧的．
国内外经典的泛函分析教科书都介绍了这一定

理．有些教科书（例如，文献［２３］）只给出结论而略
去了定理的证明．从方法论角度说，介绍证明是必要
的．但证明如果深奥到不容易被初学者理解，证而不
明，则其内容便失去作为教育数学的本质意义．本文
的目的是希望对 Ｅｂｅｒｌｅｉｎ̌Ｓｍｕｌｉａｎ定理给出一个细
致简单的证明．

１　证明方法的分析
Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｉｔｓｐｒｏｏｆｓ

　　证明Ｅｂｅｒｌｅｉｎ̌Ｓｍｕｌｉａｎ定理有多种方法．一般来
说，如果利用高深工具，证明篇幅短但不易懂；如果

仅限用弱拓扑与弱拓扑的最基本工具，则篇幅会
很长，也会增加理解的难度．无论采取什么方法，都
不能避开使用 ＢａｎａｃｈＡｌａｏｇｌｕ定理，因为它是处理
这方面问题最基本的工具．

自Ｅｂｅｒｌｅｉｎ̌Ｓｍｕｌｉａｎ定理问世以来，陆续有学者
提出“新证法”与“初等的证法”，例如文献［４６］．文
献［４］利用基序列来证，方法精巧，但篇幅不短，还
用到完备性，就是说，在 Ｂａｎａｃｈ空间的条件下证明
了Ｅｂｅｒｌｅｉｎ̌Ｓｍｕｌｉａｎ定理．文献［７］指出该方法不能
避开完备性的使用．完备的空间中弱紧集必是有
界集，而在不完备的空间中弱紧集却未必是有界
集［１］，差异太大．因此用基序列方法未能真正完成证
明．文献［６］利用双极限准则来证，方法自然，篇幅不
长．但只是写得简短而已，略去了序列构造的关键步
骤，有证而不明之嫌．文献［５］的证法是经典的，基本
思想来源于文献［８］．其中的关键技术已被众多文献
采用，如文献［９］称之为Ｄａｙ引理，文献［７］称之为
Ｗｈｉｔｌｅｙ结构，文献［１０］称之为 Ｗｈｉｔｌｅｙ构造．文献
［１１］在一般局部凸空间中对 Ｅｂｅｒｌｅｉｎ̌Ｓｍｕｌｉａｎ定理
的后续研究也用了 Ｗｈｉｔｌｅｙ构造技术．因而 Ｗｈｉｔｌｅｙ
构造极具教育价值，为作者所推崇．另外，文献［５］对
于弱紧蕴涵弱自列紧的证法也是十分自然的．对无
限维空间而言，弱拓扑一般不可度量化．如果能在某
子集上实现度量化，那么度量拓扑下两种紧性等价

的结果就能利用．

度量化技巧与 Ｗｈｉｔｌｅｙ构造技术是本文下面的
证明所采用的主要方法．

２　Ｅｂｅｒｌｅｉｎ̌Ｓｍｕｌｉａｎ定理的证明
ＰｒｏｏｆｏｆｔｈｅＥｂｅｒｌｅｉｎ̌Ｓｍｕｌｉａｎｔｈｅｏｒｅｍ

　　引理１［２３，７１０，１２］（ＢａｎａｃｈＡｌａｏｇｌｕ定理）　设Ｘ是
赋范空间，则 Ｘ的原点闭单位球 Ｂ［Ｘ］关于弱
拓扑τ（Ｘ，Ｘ）是弱紧集．

利用ＨａｈｎＢａｎａｃｈ凸集隔离定理容易得到：
引理２［３，９，１２］　设Ｘ是赋范空间，Ａ是 Ｘ的非空

凸集．则Ａ的关于τ（Ｘ，Ｘ）的闭包 ｃｗ（Ａ）与关于 τＮ
的闭包珔Ａ相等．

利用恒等映射的连续性容易推出：

引理３［３，１２］　设τ１与τ２都是集合 Ｙ上的拓扑，
τ１τ２．若 τ１是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ拓扑，τ２是紧拓扑，则
τ１＝τ２．

设Ｙ是紧拓扑空间，Ｃ（Ｙ）表示 Ｙ上连续函数全
体．设｛ｆｎ｝∞ｎ＝１Ｃ（Ｙ）．若当 ｘ，ｙ∈Ｙ，ｘ≠ｙ有
ｓｕｐ
ｎ≥１

ｆｎ（ｘ）－ｆｎ（ｙ） ＞０，则称｛ｆｎ｝∞ｎ＝１分离Ｙ的点．

引理 ４［３，１２］　设 Ｙ是紧拓扑空间．若存在
｛ｆｎ｝∞ｎ＝１Ｃ（Ｙ）且分离Ｙ的点，则Ｙ是可度量化的．

　　令ρ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｎ＝１
２－ｎＭ－１ｎ ｆｎ（ｘ）－ｆｎ（ｙ） ，

其中Ｍｎ＝ｓｕｐｘ∈Ｙ ｆｎ（ｘ） ．则 ρ为 Ｘ上的度量，从而利

用引理３的结论，引理４也是容易验证的．
由于从赋范空间Ｘ到 Ｘ的自然嵌入算子 Ｊ是

从拓扑线性空间（Ｘ，τ（Ｘ，Ｘ））到拓扑线性空间（ＪＸ，
τ（Ｘ，Ｘ））的线性同胚映射，故下述结论成立．

引理５［１２］　设 Ｘ是赋范空间，ＡＸ．则 Ａ是
τ（Ｘ，Ｘ）紧的当且仅当ＪＡ是τ（Ｘ，Ｘ）紧的．

引理６　设Ｘ是赋范空间，Ｅ是 Ｘ的有限维
子空间．则在 Ｘ的单位球面 Ｓ（Ｘ）上存在一有限
集Ｆ使得对于每个ｚ∈Ｅ有

{ｍａｘ ｚ（ｙ） ：ｙ ∈Ｆ } ≥ ｚ
２ ．

证明　因为Ｅ是有限维的，单位球面 Ｓ（Ｅ）

按范数拓扑是紧的，故有有限
１
４－

{

网

ｅ１ ，ｅ２ ，…，ｅ }ｎ Ｓ（Ｅ）．

因为１＝ ｅｊ ＝ ｓｕｐ
ｘ ＝１

ｅｊ （ｘ） ，故可选

取ｙｊ∈Ｓ（Ｘ）使

ｅｊ （ｙｊ）＞
３
４，　ｊ＝１，２，…，ｎ．

５６２
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令Ｆ ＝｛ｙ１，…，ｙｎ｝．则ＦＳ（Ｘ）．当ｚ∈

Ｅ时，不妨设ｚ≠θ，则ｅ ＝ ｚ

ｚ
∈Ｓ（Ｅ），必

存在ｊ（１≤ｊ≤ｎ）使 ｅｊ －ｅ ＜１４．于是

ｅ（ｙｊ）＝ｅｊ（ｙｊ） [－ ｅｊ（ｙｊ）－ｅ（ｙｊ ]） ≥ ３４－
１
４＝

１
２，

即ｚ（ｙｊ）≥
ｚ
２ ．因此引理６的结论是成立的．

Ｅｂｅｒｌｅｉｎ̌Ｓｍｕｌｉａｎ定理的证明　首先证明（ａ）
（ｂ）．设Ａ是 Ｘ的弱紧集，｛ａｎ｝∞ｎ＝１是 Ａ中任意点

列．令Ａ０＝ｓｐａｎ｛ａｎ｝∞ｎ＝１．由于Ａ０是闭线性子空间，故
由引理２知 Ａ０是弱闭的．于是 Ａ∩Ａ０是弱紧集．由
于Ａ０是可分的，故可设｛ｘｎ｝∞ｎ＝１是Ａ０的可数稠密集．
由ＨａｈｎＢａｎａｃｈ定理，可选取 Ａ０的共轭空间 Ａ０ 中
单位球面上的元素｛ｘｎ｝∞ｎ＝１使得 ｘｎ（ｘｎ）＝ ｘｎ ，
ｎ∈Ｚ＋．于是｛ｘｎ｝∞ｎ＝１ＣＡ∩Ａ( )０ ．设

ｘ，ｙ∈Ａ∩Ａ０，　ｘ≠ｙ，　δ＝
ｘ－ｙ
４ ＞０．

因为存在 ｘｋ使 ｘｋ－（ｘ－ｙ） ＜δ，故 ｘ－ｙ －
ｘｋ ＜δ．于是

ｘｋ（ｘ）－ｘｋ（ｙ） ＝
ｘｋ（ｘｋ）－ｘｋ（ｘｋ－ｘ＋ｙ） ≥

ｘｋ（ｘｋ） － ｘｋ（ｘｋ－ｘ＋ｙ） ≥
ｘｋ － ｘｋ ｘｋ－（ｘ－ｙ） ≥
ｘｋ －δ≥ ｘ－ｙ －２δ＞０，

即｛ｘｎ｝∞ｎ＝１分离Ａ∩Ａ０的点．由引理４，Ａ∩Ａ０是可度
量化的．由于在度量空间中紧性与自列紧性是等价
的，故Ａ∩Ａ０是弱自列紧集．因为｛ａｎ｝∞ｎ＝１Ａ∩Ａ０，
故｛ａｎ｝∞ｎ＝１有子点列｛ａｎｊ｝

∞
ｊ＝１在Ａ∩Ａ０中弱收敛于 ａ．

这表明Ａ是弱自列紧的．
（ｂ）（ｃ）是显然的．下面证明（ｃ）（ａ）设Ａ是

Ｘ的弱可数紧集．根据引理６，要证明 Ａ关于 τ（Ｘ，
Ｘ）是紧集，只须证明 ＪＡ关于 τ（Ｘ，Ｘ）是紧集，
其中Ｊ为从Ｘ到 Ｘ的自然嵌入算子．因为 Ａ是有
界的，故ＪＡ是有界的，按 ＢａｎａｃｈＡｌａｏｇｌｕ定理（引理
１），只须证明ＪＡ关于τ（Ｘ，Ｘ）是闭的．

为了证明ＪＡ关于τ（Ｘ，Ｘ）是闭的，设ｃ（ＪＡ）
为ＪＡ的 τ（Ｘ，Ｘ）闭包，只要证明由 ｘ∈ｃ（ＪＡ）
得出存在 ａ∈Ａ使 Ｊａ＝ｘ．由于 ｃ（ＪＡ－ｘ）＝
ｃ（ＪＡ）－ｘ，即拓扑线性空间中集的闭包具有可平
移性，故只要由θ∈ｃ（ＪＡ）证明θ∈Ａ．采用反证法，假
设θＡ，则θ∈ｃ（ＪＡ）＼ＪＡ．利用θ的每个τ（Ｘ，Ｘ）

邻域含有ＪＡ中元素这一事实，现构造递增的Ｓ（Ｘ）
的有限子集的序列｛Ｆｎ｝∞ｎ＝１与点列｛ａｎ｝∞ｎ＝１Ａ使当
ｉ≠ｊ时有ａｉ≠ａｊ，且满足

{ｍａｘ Ｊａｎ＋１（ｙ） ：ｙ ∈Ｆ }ｎ ＜ １
（ｎ＋１）； （１）

{ｍａｘ ｚ（ｙ） ：ｙ ∈Ｆ }ｎ ≥ ｚ
２ ，

ｚ ∈ {ｓｐａｎ Ｊａ１，Ｊａ２，…，Ｊａ}ｎ ． （２）

取ａ１∈Ａ，ｙ１ ∈Ｓ（Ｘ），使 Ｊａ１（ｙ１） ≥
ｙ１
２ ，记Ｆ０ ＝Ｆ１ ＝｛ｙ１｝，则（１）与（２）成立．

设已构造递增的 Ｓ（Ｘ）的有限子集的序列
｛Ｆｉ｝

ｎ－１
ｉ＝１与互异点列｛ａｉ｝

ｎ
ｉ＝１Ａ使（１）与（２）满足．

{
由于

ｘ ∈Ｘ： ｘ（ｙ） ＜ １
（ｎ＋１），　ｙ

 ∈Ｆ }ｎ

是θ的τ（Ｘ，Ｘ）邻域，故存在ａｎ＋１∈Ａ使
Ｊａｎ＋１∈ＪＡ＼｛Ｊａｉ｝

ｎ
ｉ＝１

并满足（１）．利用引理６，在 Ｓ（Ｘ）上存在一有限集
Ｇｎ使得对于ｚ∈ｓｐａｎ｛Ｊａ１，Ｊａ２，…，Ｊａｎ｝有

{ｍａｘ ｚ（ｙ） ：ｙ ∈Ｇ }ｎ ≥ ｚ
２ ．

令Ｆｎ ＝Ｆｎ－１∪Ｇｎ，
则（２）成立．由归纳法便完成了｛Ｆｎ｝∞ｎ＝１与｛ａｎ｝∞ｎ＝１
的构造．

　　令Ｄ ＝∪
∞

ｎ＝１
Ｆｎ，则由（２）推出

{ｓｕｐ ｚ（ｙ） ：ｙ ∈Ｄ } ≥ ｚ
２ ，

ｚ ∈ｓｐａｎ｛Ｊａｎ｝∞ｎ＝１． （３）

现设 ｚ０ ∈ｓｐａｎ｛Ｊａｎ｝∞ｎ＝１．则对任意 ε＞０，存在
ｚ∈ｓｐａｎ｛Ｊａｎ｝∞ｎ＝１使 ｚ０ －ｚ ＜ε，由（３），存在

ｙ０∈Ｄ使 ｚ（ｙ０） ≥
ｚ
２ －ε．于是

ｚ０ （ｙ０） ≥
ｚ（ｙ０） － ｚ（ｙ０）－ｚ０ （ｙ０） ≥

ｚ
２ －２ε＞

ｚ０
２ －３ε．

从而有 {ｓｕｐ ｚ０ （ｙ） ：ｙ ∈Ｄ } ≥
ｚ０
２ ．因此，

{ｓｕｐ ｚ（ｙ） ：ｙ ∈Ｄ } ≥ ｚ
２ ，

ｚ ∈ｓｐａｎ｛Ｊａｎ｝∞ｎ＝１． （４）
由于Ａ是弱可数紧的，故可设存在｛ａｎ｝∞ｎ＝１的弱

聚点ｘ∈Ａ．由于按引理２，ｓｐａｎ｛ａｎ｝是弱闭的，所以
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ｘ∈ｓｐａｎ｛ａｎ｝．由此可知Ｊｘ∈ｓｐａｎ｛Ｊａｎ｝．根据（４）得

{ｓｕｐ Ｊｘ（ｙ） ：ｙ ∈Ｄ｝≥ Ｊｘ
２ ． （５）

注意到对ｙ∈Ｄ有
Ｊｘ（ｙ） ≤ （Ｊｘ－Ｊａｎ）（ｙ） ＋ Ｊａｎ（ｙ）．（６）
对任意ε＞０，由于 ｘ是｛ａｎ｝∞ｎ＝１的弱聚点，故 Ｊｘ

的τ（Ｘ，Ｘ）

{
邻域

ｘ ∈Ｘ： ｘ（ｙ）－Ｊｘ（ｙ） ＜ε}２
含｛Ｊａｎ｝∞ｎ＝１的无限多个元｛Ｊａｎｊ｝

∞
ｊ＝１，即

Ｊａｎｊ（ｙ
）－Ｊｘ（ｙ） ＜ε２．

设ｙ∈Ｆｎｉ，其中 ｎｉ∈｛ｎｊ｝
∞
ｊ＝１．则由｛Ｆｎ｝∞ｎ＝１的递增

性，当ｎ≥ｎｉ有 ｙ∈Ｆｎ．于是对任意 ｊ∈Ｚ
＋，当 ｊ＞ｉ

且使ｎｊ＞
２
ε
时，根据式（１）有

（Ｊａｎｊ）（ｙ
） ＜１ｎｊ

＜ε２．

故在式（６）中取ｎ＝ｎｊ（ｊ＞ｉ）有 Ｊｘ（ｙ） ＜ε．这表明

{ｓｕｐ Ｊｘ（ｙ） ：ｙ ∈Ｄ } ＝０． （７）

结合式（５）与式（７）知Ｊｘ＝θ，θ＝ｘ∈Ａ，矛盾．因
此ＪＡ是τ（Ｘ，Ｘ）闭的．证毕．

３　结束语
Ｃｏｎｃｌｕｄｉｎｇｒｅｍａｒｋｓ

　　以上证明不涉及 Ｘ的完备性，不影响定理的实
质．其证明的主要思想方法来源于文献［５］，但不同
于文献［５］，也不同于现有其它文献．确切地说，本文
给出的证明避开了关于相对弱拓扑的讨论．弱拓扑
下的证明结果自然适用于相对弱拓扑，因此由相对弱

拓扑的讨论产生的繁冗是多余的．另外，本文（ａ）
（ｂ）部分的证明可以看做是文献［５］相应部分证明的

细致化；而（ｃ）（ａ）部分的证明利用了向量平移技
巧，避免了Ｆｎ 中的点的排序，可以看做是文献［５］相
应部分证明的简化．与其它文献比较，本文中的证明
细致简单，且篇幅也不长，更容易被初学者理解．
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