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综合国力非线性扩散模型稳定性分析

廖晓昕１

摘要

研究了一般综合国力非线性扩散数

学模型及其相应简化的综合国力非线性

扩散数学模型的全局渐近稳定性与部分

变元全局稳定，其余部分变元稳定的构

造性判据．具体方法是仅根据模型的系
数，构造出在 Ｒｎ＋内正定径向无界的
Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，再估算Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数沿模型的导数符号判别模型的

解在Ｒｎ＋内关于平衡位置的全局稳
定性与部分全局稳定性，并说明了

各种综合指标的相互影响、相互制

约以及比例协调对动态平衡的

作用．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　上世纪８０年代后，人们开始考虑用数学模型分析综合国力［１５］．
例如文献［１］介绍了１９８１年美国乔治敦大学战略与国际研究中心的
克莱因等提出了如下的综合国力模型：

ｘｉ＝（ａｉＡ＋ｂｉＥ＋ｃｉＭ）·（ｓｉ＋ｗｉ），ｉ＝１，２，…，ｎ． （１）
其中：ｘｉ为第ｉ个综合国力分指标值；ａｉ为国家基本实体对第 ｉ个综
合国力分指标的影响系数；ｂｉ为国家综合经济实力第 ｉ个综合国力分
指标的影响系数；ｃｉ为国防军事实力第ｉ个综合国力分指标的影响系
数；ｓｉ为国家对第ｉ个综合国力分指标的战略规划；ｗｉ为政府及民众
对第ｉ个综合国力分指标战略的实现愿望．

文献［１］也介绍了１９８７年，日本综合研究所在《日本综合国力》
中给出如下模型：

Ｐ＝（Ｃ＋Ｅ＋Ｍ）·（Ｇ＋Ｄ）． （２）
其中：Ｃ为国家基本实体；Ｅ为国家综合经济实力；Ｍ为国家综合军事
实力；Ｇ为国家政体实力；Ｄ为国家外交实力．

文献［１］还介绍了１９９８年，黄硕风在研究《美苏争霸战略问题》
中提出了如下综合国力数学模型：

ｄｘ
ｄｔ＝ρｙ１－

ｙ( )Ｍ ． （３）

其中：ｙ（ｔ）为时刻ｔ的综合国力；ρ、Ｍ均为正参数．
王树禾［３］给出综合国力数学模型：

ｄｘ
ｄｔ＝αｘ

Ｍ－ｘ( )Ｍ
－βｙ，

ｄｙ
ｄｔ＝－γｙ＋δ（ｍ－ｘ）

{ ｘ．
（４）

其中：ｘ（ｔ）为时刻ｔ国家物质发展水平（资源、经济、军事、科技等）综
合指标，是综合国力安全发展的重要标志；ｙ（ｔ）为时刻 ｔ国家精神文
明发展水平（政治、战略、教育、环境等）综合指标；α、β、Ｍ、γ、δ、ｍ均
为正数．

文献［１］进一步提出了更一般的综合国力扩散模型为
ｄｘｉ
ｄｔ＝（βｉ＋γｉｘｉ (）· Ｋｉ－∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘ)ｊ ，

ｘｉ（０）＝ｘ
（０）
ｊ ，ｉ＝１，２，…，

{
ｎ．

（５）



其中：Ｋｉ为第ｉ种国力指标的目标值，即一个周期内
的规划目标上界；βｉ为第 ｉ种国力指标在发展变化
过程中的扩散率；γｉ为国家政策对 ｉ种国力指标的
影响率；ａｉｊ为对第ｉ种国力指标的增长能促进第 ｉ种
国力指标的发展，则 ａｉｊ＞０，反之则 ａｉｊ≤０；Ｋｉ－

∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘｊ为第ｉ种国力指标的发展剩余空间．

显然，模型（４）是模型（５）的特例，专著［１］对于
模型（５）在 ｎ＝２的情况下，即二维综合国力扩散
模型

ｄｘ
ｄｔ＝（β１＋γ１ｘ）·（ｋ１－ａ１１ｘ－ａ１２ｙ），

ｄｙ
ｄｔ＝（β２＋γ２ｘ）·（ｋ２－ａ２１ｘ－ａ２２ｙ）

{ ．
（６）

给出了如下的定理：

定理Ａ　若γ１ｋ１＋γ２ｋ２－ａ１１β１－ａ２２β２＜０，则式
（６）在第一象限内无闭轨（即无周期解）．

定理Ｂ　若ａ１２ａ２１（β１＋ｘ０γ１）·（β２＋ｙ０γ２）＞０，

则式（６）的平衡位置
ａ２２ｋ１－ａ１２ｋ２

Δ
，
ａ１１ｋ２－ａ２１ｋ１( )Δ

是

鞍点．
但对于更一般的式（５）的平衡位置的稳定性未

做任何讨论．
文献［１］也提出了简化的三维的综合国力非线

性扩散模型为

ｄｘ
ｄｔ＝ｘ（１－ａ１ｘ－ｂ１ｙ－ｃ１ｚ），

ｄｙ
ｄｔ＝ｙ（１－ａ２ｘ－ｂ２ｙ－ｃ２ｚ），

ｄｚ
ｄｔ＝ｚ（１－ａ３ｘ－ｂ３ｙ－ｃ３ｚ）











 ．

（７）

且给出了平衡位置局部稳定的充分条件，但由于所

构Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的限制，它的导数出现二次型与三
次型之和，虽然在平衡位置的充分小的邻域，导数的

二次型的负定性仍能保证整个导数的在充分小的邻

域内负定，从而能保证局部渐近稳定，但吸引域多大

也未能给出具体的估计式，从而应用较难．
本文提出更一般的简化的ｎ维综合国力非线性

扩散模型

ｄｘｉ
ｄｔ＝ｘｉ１－∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｘ( )ｊ， （８）

它包含（７）为特例．
本文的目的是：１）对于一般的综合国力系统

（５）给出它的平衡位置全体变化在第一象限 Ｒｎ＋内
全局渐近稳定的判据；同时给出了部分变元在Ｒｎ＋内

全局稳定部分变元稳定的充分条件；２）对于简化的
ｎ维非线性扩散模型（８）也给出了在第一象限Ｒｎ＋内
全体变元全局渐近稳定的充分条件和部分变元全局

渐近稳定，部分变元稳定的充分条件．从而丰富和发
展了专著［１］所提的综合国力非线性扩散模型的研
究成果．

１　简化的综合国力扩散模型平衡位置稳定
性分析

Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｉｍ
ｐｌｉｆｉｅｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｕｓｉｏｎｍｏｄｅｌｄｅｓｃｒｉｂｉｎｇｃｏｍ
ｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｎａｔｉｏｎａｌｐｏｗｅｒ

　　考虑简化的ｎ维综合国力非线性扩散模型（８），
这个模型其实与熟知的生物数学中的 ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ
模型一致，即可完全引用生物数学中熟知的 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ函数来研究式（８）在 Ｒｎ＋内的平衡位置的稳
定．本文增加对部分变元的全局渐近稳定性的研究．

设

Δ＝ｄｅｔ
ａ１１ … ａ１ｎ
 

ａｎ１ … ａ









ｎｎ

≠０，

Δｉ＝ｄｅｔ
ａ１１ … ａ１ｉ－１，１，ａ１ｉ＋１ … ａ１ｎ
    

ａｎ１ … ａｎｉ－１，１，ａｎｉ＋１ … ａ









ｎｎ

≠０．

设
Δｉ
Δ
＞０，故 ｘｉ＝ｘｉ ＞０，　ｉ＝１，…，ｎ为式（８）

在Ｒｎ＋ {＝ ｘ ｘｉ＞０　ｉ＝１，…， }ｎ 的唯一的平衡

位置．
定理１　若存在正定对角矩阵 Ｃ＝ｄｉａｇ（ｃｉ，…，

ｃｎ）使得ＣＡ＋Ａ
ＴＣ＞０正定，则式（８）的唯一平衡位

置在Ｒｎ＋内是全局渐近稳定的．
若存在正定对角矩阵Ｃ＝ｄｉａｇ（ｃｉ，…，ｃｎ）和０＜

ε１，及Ｄ＝ｄｉａｇ（ε…}εｍ ，０…０）使得ＣＡ＋ＡＴＣ－Ｄ≥
０半正定，则式（８）的唯一平衡位置在 Ｒｎ＋内关于部
分变元ｘ１，…，ｘｍ是全局渐近稳定的，关于部分变元
ｘｍ＋１，…，ｘｎ是稳定的．

证明　作Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ ｘｉ－ｘｉ －ｘｉ ｌｎ

ｘｉ
ｘ( )
ｉ

，

显然 Ｖ（ｘ）＝０，且 Ｖ（ｘ）→∞，当 ｘｉ→０
＋或 ｘｉ→

＋∞，故Ｖ（ｘ）是径向无界的．

８４２
廖晓昕．综合国力非线性扩散模型稳定性分析．

ＬＩＡＯＸｉａｏｘｉｎ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｕｓｉｏｎｍｏｄｅｌｄｅｓｃｒｉｂｉｎｇｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｎａｔｉｏｎａｌｐｏｗｅｒ．



又因为
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２ ＞０，

故ｘ＝ｘ是Ｖ（ｘ）的极小值点．从而Ｖ（ｘ）在Ｒｎ＋是关
于平衡位置ｘ＝ｘ是正定和径向无界的．
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ｉ＝１
ｃｉ
ｄｘｉ
ｄｔ－ｃｉ

ｘｉ
ｘｉ
ｄｘｉ
ｘ( )
ｉ

＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉｘｉ －∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｘｊ－ｘｊ( )）－　
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ｎ

＜０，

∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ－ｘｉ ｜≠０．

故定理１的第一个条件满足时，式（８）的平衡位置
ｘ＝ｘ关于全体变元在Ｒｎ＋内全局渐近稳定．当第二
个条件满足时有

ｄＶ
ｄｔ （８）

＝

　　

ｘ１－ｘ１
ｘ２－ｘ２
　
ｘｎ－ｘ
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（－ＣＡ－ＡＴＣ＋Ｄ）
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ｘ２－ｘ２
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ｎ

－

　　ε∑
ｍ

ｊ＝１
（ｘｉ－ｘｉ）

２≤－ε∑
ｍ

ｊ＝１
（ｘｉ－ｘｉ）

２ ＜０，

当∑
ｍ

ｉ＝１
｜ｘｉ－ｘｉ ｜≠０．

由关于部分变元稳定的定理［２］可知，式（８）的
平衡位置ｘ＝ｘ关于 ｘ１，…，ｘｍ全局渐近稳定，关于
ｘｍ＋１，…，ｘｎ稳定．

例１　考虑三维的综合国力扩散模型
ｄｘ１
ｄｔ＝ｘ１（１－ａ１１ｘ１－ａ１２ｘ２－ａ１３ｘ３），

ｄｘ２
ｄｔ＝ｘ２（１－ａ２１ｘ１－ａ２２ｘ２－ａ２３ｘ３），

ｄｘ３
ｄｔ＝ｘ３（１－ａ３１ｘ１－ａ３２ｘ２－ａ３３ｘ３）








 ．

（９）

设

Δ＝
ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ３３

≠０，　Δ１ ＝
１ ａ１２ ａ１３
１ ａ２２ ａ２３
１ ａ３２ ａ３３

，

Δ２ ＝
ａ１１ １ ａ１３
ａ２１ １ ａ２３
ａ３１ １ ａ３３

，　Δ３ ＝
ａ１１ ａ１２ １

ａ２１ ａ２２ １

ａ３１ ａ３２ １

，

且设：
Δ１
Δ
＞０，
Δ２
Δ
＞０，
Δ３
Δ
＞０，ｘ１ ＝

Δ１
Δ
，ｘ２ ＝

Δ２
Δ
，ｘ３ ＝

Δ３
Δ

为式（９）的唯一平衡位置，若存在 ｃｉ＞０，ｉ＝１，２，３，
使得

２ｃ１ａ１１ ｃ１ａ１２＋ｃ２ａ２１ ｃ１ａ１３＋ｃ３ａ３１
ｃ１ａ１２＋ｃ２ａ２１ ２ｃ２ａ２２ ｃ２ａ２３＋ｃ３ａ３２
ｃ１ａ１３＋ｃ３ａ３１ ｃ２ａ２３＋ｃ３ａ３２ ２ｃ３ａ









３３

正定，则ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）在Ｒ
３
＋内全局渐近稳定．

若 ０＜ε１，使得
２ｃ１ａ１１－ε ｃ１ａ１２＋ｃ２ａ２１ ｃ１ａ１３＋ｃ３ａ３１
ｃ１ａ１２＋ｃ２ａ２１ ２ｃ２ａ２２－ε ｃ２ａ２３＋ｃ３ａ３２
ｃ１ａ１３＋ｃ３ａ３１ ｃ２ａ２３＋ｃ３ａ３２ ２ｃ３ａ









３３

半正定，则平衡位置ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）关于ｘ１，ｘ２全
局渐近稳定，关于ｘ３稳定．

注：由于有了Ｍａｔｌａｂ线性矩阵不等式工具箱，求
解矩阵不等式

ＣＡ＋ＡＴＣ＞０，　ＣＡ＋ＡＴＣ－Ｄ≥０
易于反掌．但Ａ，ε必须是数字而不是文字．为了就一
般文字定理 １的条件也易于验证，本文给出以下
推论：

推论１　设ａｉｉ＞０，若矩阵
ａ１１ － ａ１２ … － ａ１ｎ

－ ａ２１ ａ２２ … － ａ２ｎ
  

－ ａｎ１ － ａｎ２ … ａ













ｎｎ

是一个Ｍ矩阵，则定理１的条件必成立，从而定理１
的结论为真．这是因为Ｍ矩阵能判定的稳定条件蕴
涵在对角稳定能判的条件之中［７］．

２　一般综合国力扩散模型平衡位置稳定性
分析

Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｇｅｎ
ｅｒａｌｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｕｓｉｏｎｍｏｄｅｌｄｅｓｃｒｉｂｉｎｇｃｏｍｐｒｅ
ｈｅｎｓｉｖｅｎａｔｉｏｎａｌｐｏｗｅｒ

　　仍考虑系统（５），令

９４２
学报：自然科学版，２００９，１（３）：２４７２５１

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２００９，１（３）：２４７２５１



Δ＝ｄｅｔ
ａ１１ … ａ１ｎ
 

ａｎ１ … ａ









ｎｎ

≠０，

Δｉ＝ｄｅｔ
ａ１１ … ａ１ｉ－１， ｋ１， ａ１ｉ＋１ … ａ１ｎ
    

ａｎ１ … ａｎｉ－１， ｋｎ， ａｎｉ＋１ … ａ









ｎｎ

，

且设ｘｉ ＝
Δｉ
Δ
＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ，于是，βｉ＞０，γｉ＞０，

ｋｉ＞０，故式（５）的平衡位置 ｘ＝ｘ是唯一的．根据具
体问题的实际意义，只须考虑在 Ｒｎ＋｛ｘ ｘｉ≥０｝内的

ｘ＝ｘ的稳定性，作拓扑变换 ｘｉ＝ｅγｉ
ｙｉ－
βｉ
γｉ
可将 ｘ的

Ｒｎ＋半空间变为ｙ的全空间Ｒ
ｎ，将式（５）变为

ｄｙｉ
ｄｔ＝ｋｉ－∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊｅγｉ

ｙｊ－
βｊ
γｊ
． （１０）

因为ｘｉ为式（５）的平衡位置，则ｅγ
ｉｙｉ －

βｉ
γｉ
＝ｘｉ为式

（１０）的平衡位置，改写式（１０）为
ｄ（ｙｉ－ｙｉ）

ｄｔ ＝－∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｅτｊ

ｙｊ－ｅτｊｙｊ）．（１１）

定理２　若Ⅰ）存在正定对角矩阵 Ｃ＝ｄｉａｇ（ｃｉ，
…，ｃｎ），使得ＣＡ＋Ａ

ＴＣ＞０正定，则式（１１）的平衡位
置ｙ＝ｙ全局渐近稳定，即式（５）的平衡位置 ｘ＝ｘ

在Ｒｎ＋内全局渐近稳定．
若Ⅱ）存在正定对角矩阵 Ｃ＝ｄｉａｇ（ｃｉ，…，ｃｎ）和

半正定对角矩阵Ｄ＝ｄｉａｇ（０，…，} ０ｍ

，ε，…，} εｎ－ｍ

），０＜ε
１，使得 ＣＡ＋ＡＴＣ－Ｄ≥０，则式（１１）的平衡位置
ｙ＝ｙ关于 ｙ１，…，ｙｍ稳定，关于 ｙｍ＋１，…，ｙｎ全局渐
近稳定，亦即式（５）的平衡位置关于关于 ｘ１，…，ｘｍ
稳定，关于ｘｍ＋１，…，ｘｎ在Ｒ

ｎ
＋内全局渐近稳定．

证明　对式（１１）作正定的径向无界的Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数

Ｖ＝２∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ∫

ｙｉ

ｙｉ
（ｅｙｉτｉ－ｅｙｉτｉ）ｄｙｉ，

若条件Ⅰ）满足，则
ｄＶ
ｄｔ （１１）

＝

ｅτ１ｙ１－ｅτ１ｙ１

ｅτ２ｙ２－ｅτ２ｙ２



ｅτｎｙｎ－ｅτｎｙ











ｎ

Ｔ

（－ＣＡ－ＡＴＣ）

ｅτ１ｙ１－ｅτ１ｙ１

ｅτ２ｙ２－ｅτ２ｙ２



ｅτｎｙｎ－ｅτｎｙ











ｎ

＜０，

当ｙ≠ｙ．
若条件Ⅱ）成立，则

ｄＶ
ｄｔ （１１）

＝

　

ｅτ１ｙ１－ｅτ１ｙ１

ｅτ２ｙ２－ｅτ２ｙ２



ｅτｎｙｎ－ｅτｎｙ











ｎ

Ｔ

（－ＣＡ－ＡＴＣ＋Ｄ）

ｅτ１ｙ１－ｅτ１ｙ１

ｅτ２ｙ２－ｅτ２ｙ２



ｅτｎｙｎ－ｅτｎｙ











ｎ

－

　∑
ｎ

ｉ＝ｍ＋１
ε（ｅτｉｙｉ－ｅτｉｙｉ）２≤－∑

ｎ

ｉ＝ｍ＋１
ε（ｅτｉｙｉ－ｅτｉｙｉ）２＜０，

当∑
ｎ

ｉ＝ｍ＋１
（ｅτｉｙｉ－ｅτｉｙｉ）２≠０．

　　故结论成立．
例２　考虑一个二维综合国力扩散模型

　

ｄｘ（ｔ）
ｄｔ ＝（β１＋γ１ｘ）（ｋ１－ａ１１ｘ－ａ１２ｙ），

ｄｙ（ｔ）
ｄｔ ＝（β２＋γ２ｙ）（ｋ２－ａ２１ｘ－ａ２２ｙ）{ ．

（１２）

其中：ｘ（ｔ）表明时刻 ｔ国家物质发展水平的综合指
标；ｙ（ｔ）表明时刻 ｔ国家精神文明发展水平综合
指标．

由于一个国家的物质发展与精神文明发展是相

互促进的，相互影响且国家政府也是积极向上推进

的，故模型中相关系数均为正．
设

ｘ１ ＝

ｋ１ ａ１２
ｋ２ ａ２２
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

＞０，　ｘ２ ＝

ａ１１ ｋ１
ａ２１ ｋ２
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ２２

＞０，

容易证明，存在ｃ１＞０，ｃ２＞０使得
２ｃ１ａ１１ ｃ１ａ１２＋ｃ１２ａ２１

ｃ１ａ１２＋ｃ２ａ２１ ２ｃ２ａ( )
２２

＞０

的充要条件是ａ１１ａ２２＞ａ１２ａ２１．故当 ａ１１ａ２２＞ａ１２ａ２１，根
据定理 ２，ｘ ＝（ｘ１，ｘ２）在 Ｒ

２
＋内是全局渐近稳

定的．
若存在０＜ε１，使得ｃ１１ａ１１－ε＞０，

ｃ１１ａ１１－ε ｃ１ａ１２＋ｃ２ａ２１
ｃ１ａ１２＋ｃ２ａ２１ ｃ２ａ( )

２２

≥０；

或ｃ２ａ２２－ε＞０，
ｃ１１ａ１１ ｃ１ａ１２＋ｃ２ａ２１

ｃ１ａ１２＋ｃ２ａ２１ ｃ２ａ２２－( )ε
≥０，

则式（１２）的ｘ ＝（ｘ１，ｘ２）分别关于ｘ２（ｘ１）在Ｒ
２
＋内

是全局渐近稳定，关于ｘ２（ｘ１）稳定．
推论２　若式（５）的系数ａｉｊ满足推论１的条件，

则定理２的结论必成立．道理如推论１所述，此略．

０５２
廖晓昕．综合国力非线性扩散模型稳定性分析．

ＬＩＡＯＸｉａｏｘｉｎ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｕｓｉｏｎｍｏｄｅｌｄｅｓｃｒｉｂｉｎｇｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｎａｔｉｏｎａｌｐｏｗｅｒ．
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