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涡轮机二维叶栅形状的数值计算

梁志勇１　张根宝１

摘要

对定常正问题进行研究，在变分原

理的基础上，用有限元方法对叶栅进行

了数值计算．将翼型ＮＡＣＡ００１２和ＮＡＣＡ
２４１２作为计算对象，给出翼型的形状，计
算出表面速度分布，之后与标准的速度

分布进行比较．结果表明理论正确，方法
可行．
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０　引言
Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

　　从２０世纪５０年代至今，以吴仲华教授为首的我国学者在叶轮机
正、反问题上开拓了一系列完整、系统的理论方法，处于国际前沿水平，

而在叶轮机反问题的数值求解上，西方国家虽然起步较晚（大约在２０
世纪８０年代），但他们凭借其多年的研究积累，已经走在了前面．

对同一问题用不同的方法处理，可以得到４类问题：正问题
"

反

问题
"

杂交问题和优化问题．表１从概念上列出了叶栅气动问题的
分类．

表１　叶栅流动问题分类
Ｔａｂｌｅ１　Ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｃａｓｃａｄｅｆｌｏｗｐｒｏｂｌｅｍｓ

问题类型 给定条件 要求的内容

１ 正 叶栅几何形状 速度场

２ 反 表面速度分布 叶栅几何形状

３ 杂交 部分几何形状、部分流动条件 剩余几何形状和流场

４ 优化 目标函数、设计不等式约束 最佳叶栅几何形状和流场

很显然，不同的分类方法产生不同的分类结果．经过多年的发
展，比利时冯·卡门研究机构将叶轮机反问题在解法上进行了分

类［１］：位势方法
"

通量方法
"

欧拉方法．可以看出，这种分类是根据
控制方程的形式进行的．

本文对定常正问题进行了研究．在变分原理的基础上，用有限元
方法对叶栅进行了数值计算，将翼型ＮＡＣＡ００１２和ＮＡＣＡ２４１２作为计
算对象，给出翼型的形状，计算出表面速度分布，之后与标准的速度

分布进行比较．

１　定常不可压缩流动的变分原理
Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｔｈｅｓｔｅａｄｙｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｆｌｏｗ

　　考虑到正问题遵循的运动方程和叶面边界条件，二维势流无量
纲基本控制方程为
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其中：ｕ、ｖ为ｘ、ｙ方向的分速；ρ、ｐ、分别为密度、压
力和速度势；Ｂ为Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ常数．

这里ｕ、ｖ、ρ和 ｐ分别为无量纲流体沿 ｘ方向速
度、沿ｙ方向速度、密度和压力；Ｕ∞、ρ∞分别为无穷
远处来流速度和密度．二维机翼绕流如图１所示．

图１　二维机翼绕流
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边界条件：

１）进、出口Ａ１和Ａ２上，ｕ＝

( )ｎｐｒ

＝１，下标“ｐｒ”

表示预先给定．

２）远场Ａ３上和翼面Ａ４上，

ｎ
＝０．

３）割缝 Ａ５上，若是对称翼型则 Δ＝０；若是非
对称翼型则Δ＝Γ，这里Γ为环量．

以式（１）作为欧拉方程，式（２）作为约束，有
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其中Ｉｂ是边界积分项．于是得变分泛函

Ｊ（）＝１２
（Ａ）


( )ｘ

２
＋ 
( )ｙ[ ]２ ｄｘｄｙ－

∫
（Ａ１）


( )ｎｐｒ

ｄｓ， （４）

对式（４）取变分，可以得到
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由δＪ＝０得Ｊ的极值必要条件组欧拉方程：
２＝０．

自然边界条件：

１）进、出口Ａ１和Ａ２上，

ｎ
＝ ( )ｎｐｒ

；

２）远场Ａ３上和翼面Ａ４上，

ｎ
＝０．

对于非对称机翼在尾缘上要求满足 Ｋｕｔｔａ［１２］

条件．

２　用有限元对泛函进行离散
Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅｂｙｍｅａｎｓｏｆｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅ
ｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

　　对式（５）采用４节点等参单元，可把各个分量用相
同的插值函数Ｎｉ来表示（设面积坐标分别为ξ、η）
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其中：Ｎｉ（ξ，η）＝
１
４（１＋ξ

ｉξ）（１＋ηｉη），ｉ＝１，２，３，４；

（ξｉ，ηｉ）为单元在计算平面中第 ｉ个顶点的坐标；
（ｘｉ，ｙｉ）为单元在物理平面中第 ｉ个顶点的坐标；ｉ
为第ｉ个顶点处的势函数．

等参坐标系与直角坐标系的转换 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵
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由上式可以得到单元上的方程组
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在Ａ１和Ａ２边界上：进口

( )ｎｐｒ

＝－１；出口 
( )ｎｐｒ

＝１．

由总体编号与局部编号的对应关系，再由布尔

关系进行总体合成，得到总体方程组
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３　计算实例
Ｅｘａｍｐｌｅｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

　　对二维定常流动，本文取两种翼型进行了计算，
对称翼型ＮＡＣＡ００１２和非对称翼型 ＮＡＣＡ２４１２．ＮＡ
ＣＡ是美国国家航空咨询委员会的缩写（现已改名为
美国国家宇航局，缩写ＮＡＳＡ）．ＮＡＣＡ翼型是早期发
表的翼型系列，被广为应用．

本文计算域机翼弦长方向取６（无量纲的弦长
取１）；垂直弦长Ｌｃ方向取３．坐标原点位于翼弦上，
离前缘２５处．计算格点：ｘ方向取３５，单方向翼面
上给定１９个点，于是翼表面上格点共有３６；ｙ方向
取２７．网格划分示意如图２所示．

图２　网格划分示意
Ｆｉｇ．２　Ｇｒｉｄｓｄｉａｇｒａｍ

对靠近机翼端部及翼表面的网格进行加密，网格

加密规则：设１条线段上有Ｎ个点，Ｉ表示线段上的某
个点，Ｎ１表示线段上加密的起点，于是有加密公式

ｆ（Ｉ）＝ａ [ (×ａｂｓ （Ｉ－Ｎ１） （Ｎ－１ ) ]）
ＰＯＷＥＲ

，

ａ＝（Ｎ－１） (ＰＯＷＥＲ （Ｎ－Ｎ１）
ＰＯＷＥＲ＋（Ｎ１－１） )ＰＯＷＥＲ ．

式中：ａｂｓ表示对其后括弧中的项取绝对值；ＰＯＷＥＲ
是大于０的正数，当取１时，表示不加密，当小于１
时，表示从Ｎ１到Ｎ由密至稀，反之当其大于１时，表
示从Ｎ１到Ｎ由稀至密．

由于解不可压缩定常流动导出的位势方程是线性

的，所以求解不难，计算时间短．当解非对称翼型为满足
Ｋｕｔｔａ条件而进行调整时，所需时间大约１５ｓ．本计算所

用计算机是Ｃｅｌｅｒｏｎ２６６ＧＨｚ，内存５１２Ｍ．

４　计算中的几个问题
Ａｆｅｗｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

４．１　关于自然边界条件引起的位势的不确定性

由于条件都是第２类边界条件
ｎ
，而控制方程

为椭圆型的，由此将引起位势函数的不确定性．这
些不同的位势函数相差一个常数，故在计算时将指
定一个位置的值，本文指定机翼前缘点的为１０．
４．２　关于Ｋｕｔｔａ条件的处理

最初提出的Ｋｕｔｔａ条件是针对有尖角形尾缘的平
面翼型［２３］，它是人们为了使理想流体模型的解能够较

好模拟出实际流体的绕流情形而人为地加进来的一个

定解条件，即在叶型后尖点处的流速保持有限值．
计算过程中，调整机翼上下翼面与尾部尖点的势

函数以改变绕机翼的环量，最终达到尾部尖点的速度相

等，以满足Ｋｕｔｔａ条件．
对于绕流有环量的翼型，绕翼型１周，速度位势

场有１个跳跃，需要引进割缝边界条件，使得在割缝
的两侧存在位势差，其值和绕翼型１周的环量相等．
由于位势差事先并不知道，需要通过逐步迭代来求

得．方法如下：
１）假设一位势差Δ２，求解位势函数．
２）求解速度场，得到翼型上下对应点上的速度差

ΔＷ２．如果是第１次迭代，则把 Δ２和 ΔＷ２分别赋给
Δ１和ΔＷ１，并以位势差Δ２＝１５Δ１代入割缝边界条
件，求解位势函数，再计算翼型上下的速度差ΔＷ２．在这
里选取的对应点为靠近尾缘的两点，它们分别在翼型的

吸力面和压力面上，具体位置可以任意给定．
３）如果速度差 ΔＷ２小于某个阈值或迭代进行

了一定次数则停止迭代，否则转４）．
４）把上一次计算得到的位势差 Δ１和速度差

ΔＷ１与本次的位势差Δ２和速度差ΔＷ２代入下式：
Δ３＝Δ１－（Δ２－Δ１）ΔＷ１／（ΔＷ２－ΔＷ１）．
至此，得到下一次迭代所用的位势差 Δ３．把

Δ２和ΔＷ２分别赋给 Δ１和 ΔＷ１，把 Δ３赋给 Δ２，
再次求解位势函数，回到步骤２）．割缝位势差迭代
过程如图３所示．
４．３　收敛精度问题

对于非对称机翼，在Ｋｕｔｔａ条件迭代过程中计算
势函数，上下２次求出的 当满足一定的精度要
求时［６７］，计算便结束．
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图３　割缝位势差迭代过程
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即
ｎ－ｎ－１

ｎ
＜ε，

ｎ－１、ｎ分别为上、下２步

计算的值．
计算精度 ε取１０

－６．本章计算 ＮＡＣＡ２４１２时，
时间约需３５ｓ．

５　小结
Ｓｕｍｍａｒｙ

　　图４是标准的 ＮＡＣＡ００１２机翼形状，图５是相
应的机翼表面速度分布，它们主要是用来与本文计

算的结果进行比较．

图４　ＮＡＣＡ００１２机翼形状（上半翼，标准解）
Ｆｉｇ．４　ＨａｌｆｆｏｉｌｓｈａｐｅｏｆＮＡＣＡ００１２
（ｔｈｅｕｐｐｅｒｈａｌｆ，ｓｔａｎｄａｒｄｒｅｓｕｌｔ）

图５　ＮＡＣＡ００１２机翼表面速度分布（标准解）
Ｆｉｇ．５　Ｓｕｒｆａｃｅｖｅｌｏｃｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ
ＮＡＣＡ００１２（ｓｔａｎｄａｒｄｒｅｓｕｌｔ）

　　图６是本文所取的 ＮＡＣＡ００１２形状，图７是本
文计算的速度与标准数据进行的比较．可以看出，本
文结果与标准速度分布符合得很好，由此可以断定

本文所用的程序是正确的．

图６　ＮＡＣＡ００１２机翼形状（本文解）
Ｆｉｇ．６　ＦｏｉｌｓｈａｐｅｏｆＮＡＣＡ００１２（ｐｒｅｓｅｎｔｒｅｓｕｌｔ）

图７　ＮＡＣＡ００１２机翼表面速度分布比较
Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｕｒｆａｃｅｖｅｌｏｃｉｔｙｄ

ｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＮＡＣＡ００１２

图８是本文所取的 ＮＡＣＡ２４１２机翼形状，图 ９
是相应的机翼吸力面和压力面速度分布［４５］．

图８　ＮＡＣＡ２４１２机翼形状（本文解）
Ｆｉｇ．８　ＦｏｉｌｓｈａｐｅｏｆＮＡＣＡ２４１２（ｐｒｅｓｅｎｔｒｅｓｕｌｔ）
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图９　ＮＡＣＡ２４１２机翼表面速度分布
Ｆｉｇ．９　ＳｕｒｆａｃｅｖｅｌｏｃｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＮＡＣＡ２４１２（ｐｒｅｓｅｎｔ）
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